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1

Formulation covariante

On se propose d’écrire les équations de Maxwell ! sous forme covariante.
Pour cela on présente le formalisme tensoriel apres quelques rappels sur la
théorie de la relativité.

1.1 Rappel d’électromagnétisme

1.1.1 Les lois de 1’électromagnétisme

Les équations de Maxwell :

V- E =L (1.1)

€0

. E .
VAB—MOGO%—t = loJ (1.2)
V-B = 0 (1.3)

. . OB

E+=— = 0. 1.4
VAE+— 0 (1.4)

Densité de charge p et densité de courant J pour un ensemble de N particules
(la particule ¢ de charge g; est située en R;(t) et se déplace a la vitesse V;(t)
a linstant t) :

N N
pFt) = Y ad® (F= Run) . w0 =Y aVi)d® (7 - Rir))
1=1 1=1
(1.5)
L’équation de continuité (elle est vérifiée par (1.5)):
- - dp
. - =0. 1.
V-J+ 51 0 (1.6)

1. James Clerk Maxwell (1831-1879)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Maxwell.html
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La force de Lorentz? agissant sur la charge ¢ de vitesse V.
ﬁ:q(ﬁ+17/\§). (1.7)

L’état du systeme champ + particules chargées est déterminé, a un instant
to, par la donnee des champs E(r to) et g(r to) en tout point 7 et par
les positions R;(to) et vitesses V;(to) des particules. Les densités de charge
p(7,to) et de courant J(7,tg) sont alors données par I'équation (1.5). Les
équations (1.2), (1.4) et les équations du mouvement pour les particules sou-
mises aux forces (1.7) déterminent ’évolution du systéme au cours du temps.
Les équations (1.1) et (1.3) peuvent étre considérées comme des contraintes
auxquelles sont soumises les variables E(7,t), B(7,t) et R;(t) du systeme.

1.1.2 Systémes d’unités

Ce cours utilise le systeme international (S.I.)3. Voici les valeurs de
quelques constantes :

permittivité électrique du vide eg = 1/uoc? ~ 8,854187817107 12 F m~!;
perméabilité magnétique du vide pg = 471077 N A2,
vitesse de la lumiere dans le vide ¢ = 299792458 m s~ 1.

(1.8)

1.1.3 Potentiels

/—\
:—/
ol

(7) et ¢(7) dans

Les propriétés suivantes, pour des champs ff(f’),
tout ’espace

V-
VA

STl

0 <« 34 : B=VAA
0 <« 3¢ F

2. Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)

3. Le systeme d’unités de Gauss?® (cgs) définit 'unité de charge de sorte que la force
de Coulomb?® soit q¢’/r? . Voici la forme des équations de la section 1.1 dans ce systeme
d’unités.

V.-E = 4dmp .
. - 10FE A7 - expressions de p et J inchangées
VAB——-— = —J équation de continuité inchangée
c Ot c
V-B =0 ﬁ_q<E+K/\E>.
- = 10B ¢
VAE+-— = 0
+ c Ot

4. Johann Karl (Carl) Friedrich Gauss (1777-1855)
5. Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Lorentz.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gauss.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Coulomb.html
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entrainent que les deux équations homogenes de Maxwell (1.3) et (1.4) sont
équivalentes a I'existence d’un potentiel vecteur A(7,t) et d’un potentiel sca-
laire (7, t) tels que

B=VAA E=-V¢— —. (1.10)

¢— ¢ =¢— — A— A= A4V, (1.11)

ou v est une fonction arbitraire de 7 et t (invariance de jauge). La liberté
sur le choix des potentiels permet de leur imposer une contrainte. Nous
utiliserons soit la jauge de Lorenz® (nommée d’apres le physicien danois
Lorenz qui a introduit les potentiels retardés en 1867) en imposant

L 106
AL 9P
v +028t

soit la jauge de Coulomb en imposant

0 (condition de Lorenz), (1.12)

= —

V-A=0 (condition de Coulomb). (1.13)

On trouve souvent écrit « jauge de Lorentz » d’apres le physicien hollan-
dais Hendrik A. Lorentz a la place de « jauge de Lorenz ». On montrera,
section 1.14, que la condition de Lorenz est invariante dans les transfor-
mations de Lorentz. Montrons qu’il est possible d’imposer la condition de
Coulomb (1.13). Pour cela, étant donnés A’ et ¢, il suffit de trouver 1) dans
les équations (1.11) tel que V- A =0. Ainsi, 1 doit vérifier

Ay =V - A" = f(7t) (équation de Poisson”) (1.14)

dont on sait qu’une solution est

IR RFAGi) d3r' (1.15)

A | |7 — 7| '

1/}(7?7 t) =

De méme, pour montrer qu’il est toujours possible d’imposer la condition
de Lorenz (1.12), il suffit de trouver ¢ dans les équations (1.11) tel que

D?[)Z—;E—ﬁ-/i":g(f',t) (1.16)
ou l'opérateur
1 02

6. Ludwig Valentin Lorenz (1829-1891)
7. Siméon Denis Poisson (1781-1840)


http://scienceworld.wolfram.com/biography/Lorenz.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Poisson.html
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est le d’Alembertien®. On verra, section 5.1, que I'équation (1.16) admet des
solutions.

En reportant les équations (1.10) dans les deux autres équations de Max-
well (1.1) et (1.2), on obtient, avec eguoc® = 1 et en faisant apparaitre le
laplacien ? AA par

VAVAA) =V(V-A) - AA, (1.18)
_ r,g.04
Ay = €0+V En (1.19)

fo = poJ -V <§ A+ é%) (jauge arbitraire). (1.20)

Pour la jauge de Lorenz, ces équations se simplifient en

(¢ = poc®p (1.21)

-

D/Y = podJ (jauge de Lorenz). (1.22)
Pour la jauge de Coulomb, les équations (1.19) et (1.20) deviennent

Ap = -2, (1.23)
€0

S > 1200 i
[]A = ol — C—2VE (jauge de Coulomb). (1.24)
Les équations (1.21) et (1.22) sont des équations aux dérivées partielles du
924 9%¢
que le champ électromagnétique est décrit par les potentiels A et ¢ de
jauge de Lorenz dont I’évolution au cours du temps est déterminée, par
les « équations du mouvement » (1.21) et (1.22), a partir de la donnée, a
un instant tg, des potentiels ff(f’, to), @(7, tp) et de leurs dérivées temporelles
OA(F,to) D9(Fto)
o ot )

Dans le cas de la jauge de Coulomb, la dérivée 92 n’apparait pas dans
I’équation (1.23). On peut alors considérer que 1’état du champ est déterminé

DA(F,to)
t

deuxiéme ordre qui contiennent les termes On peut considérer

en tout point 7.

par la donnée des conditions initiales /_f(f’, to) et en tout point 7.

L’équation (1.23) détermine alors ¢ et '’équation (1.24) détermine 1’évolution
au cours du temps de A a partir des conditions initiales.

8. Jean le Rond d’Alembert (1717-1783)
9. Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/D'Alembert.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Laplace.html
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1.2 Principe de relativité

Le principe de relativité pose l'existence d’une classe particuliere d’ob-
servateurs, dit inertiels et déclare que

si deux observateurs inertiels effectuent chacun une expérience
dans les mémes conditions, les expériences donneront les mémes | (1.25)
résultats.

Le premier observateur représente les événements, idéalisés comme ponc-
tuels, par des coordonnées d’espace-temps !, 22, 23, ¢t (formant le référentiel
d’inertie K) et le deuxieme par ', 22, 23, #' (référentiel d’inertie K'). Les
lois physiques s’expriment en coordonnées de facon identique dans K et K'.
L’espace-temps sera noté & et les événements A, B, M, ..., lorsqu’on ne
désire pas préciser le référentiel.

En mécanique newtonienne ' pour les référentiels d’inertie !* (on dit aussi
galiléens'3), le mouvement d’un point matériel est décrit par la loi (cf. fi-
gures. 1.1 et 1.2)

ml = F (1.26)
ou, en composantes,
24 , 24" .
M = F proa F" dans K. (1.27)

Le référentiel d’inertie K’ est en mouvement uniforme de translation & la
vitesse V par rapport au référentiel d’inertie K (cf. figure 1.1). La correspon-
dance entre les deux systemes de référence est une transformation galiléenne
de la forme

"=RYyx! V't +ad', t'=t+to. (1.28)

Les V" sont les composantes dans K’ de Vet (Rij) est une matrice ortho-
gonale 3 x 3 (on note i, j, ..., des indices prenant les valeurs 1, 2 et 3).
L’équation (1.28) est écrite avec la convention d’Einstein? (sommation sur
I'indice répété j qui apparait en indice une fois en haut et une fois en bas).
Pour le cas particulier de la transformation spéciale de la figure 1.2, les
origines O et O" sont confondues & t = t' = 0 (tmnsformatzon galzleenne
homogene), R est identité (axes de K et K' paralltles) et V = VE; est

10. Sir Isaac Newton (1643-1727)

11. Les référentiels d’inertie se trouvent étre les référentiels ou les étoiles lointaines
apparaissent fixes, ce qui conduit & postuler que les propriétés d’inertie résultent de la
répartition des masses dans 'univers (principe de Machm).

12. Ernst Mach (1838-1916)

13. Galileo Galilei, dit Galilée (1564-1642)

14. Albert Einstein (1879-1955)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Newton.html
http://utf.mff.cuni.cz/Relativity/Mach.htm
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Galileo.html
http://www.nobel.se/physics/laureates/1921/einstein-bio.html
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suivant 1'axe z!. La transformation (1.28) est

2V = 2t -Vt

m/2 — 332

e T (1.29)
=t

F1G. 1.1 — Transformation

galiléenne entre K et K'.

F1G. 1.2 — Transformation

galiléenne spéciale.

1.2.1 Invariants, écriture covariante

L’accélération f, la force F et la masse m qui ne dépendent pas du
référentiel (nous nous limitons aux systémes d’inertie) sont des invariants
(de Galilée). Par contre les composantes de T et F dépendent du référentiel
et se transforment selon (dérivée seconde de 1’équation (1.28)):

A2z A2y . S
d—; - Zjd—tx?’ F" = R';F. (1.30)
d?ax? -
Les deux membres de 1’équation mﬁ = F" se transforment de la méme

facon dans le passage de K a K’. C’est la manifestation du principe de
relativité (de Galilée). On dit que I’équation est écrite sous forme covariante.

Des difficultés apparaissent pour appliquer le principe de relativité de
Galilée a I’électromagnétisme. La loi de composition des vitesses U =0 —17,
reliant les vitesses U (dans K) et U’ (dans K') d’une particule, ne s’applique
pas aux ondes électromagnétiques dans le vide: dans tous les référentiels
d’inertie on mesure la méme vitesse ¢ ~ 2,998 103 m s~!.

Einstein dans son article [4], Sur l’électrodynamique des corps en mouve-
ment (1905), cite la difficulté suivante. Il considere l'interaction d’un aimant
et d’un conducteur. Le courant dans le conducteur ne dépend que du mouve-
ment relatif de 'aimant et du conducteur. Mais la description du phénomene
differe dans les deux cas ou I'un ou ’autre des corps est immobile. Pour un
observateur qui voit I’aimant en mouvement et le conducteur au repos, il
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apparait au voisinage de I’aimant un champ électrique (loi de Faraday °
équation (1.4)) qui engendre un courant dans le conducteur (F = ¢E). Pour
un deuxieme observateur qui voit l'aimant au repos et le conducteur en
mouvement, il n’y a aucun champ electrlque Dans le conducteur cepen-
dant, comme la charge ¢ a une vitesse V elle subit la force ( =¢VAB ) qui
engendre les mémes courants que dans le premier cas. L’électromagnétisme,
faisait remarquer Einstein, appliqué aux corps en mouvement, conduit a des
asymétries qui ne semblent pas inhérentes au phénomene.

La résolution de ces difficultés a été obtenue par Einstein dans ce méme
article (c’est le fameux article sur la relativité).

Il part des deux postulats:

— Le principe de relativité (1.25) s’applique.
— La vitesse de la lumiere est la méme pour tous les observateurs inertiels
(c’est un invariant (de Lorentz)).

Les postulats d’Einstein exigent I’abandon de la notion de temps absolu
et conduisent & la théorie de la relativité (restreinte). Dans ce cadre, le prin-
cipe (1.25) s’appelle principe de relativité d’Finstein. Tous les référentiels
K, K', ..., utilisés par la suite seront d’inertie. Ils se déplacent tous & une
vitesse constante strictement inférieure a ¢ par rapport a I'un quelconque
d’entre-eux.

1.3 Transformations de Lorentz

La correspondance entre les deux systémes d’inertie K et K’ (figure 1.1)
est donnée par une transformation de Lorentz inhomogéne (ou transforma-
tion de Poincaré'®)

‘ZL‘W = At 2" + o ‘ (1.31)

On a posé 20 = ct, /% = ct’. On note p, v, ..., des indices prenant les

valeurs 0, 1, 2 et 3. L’ensemble des transformations (1.31) forme le groupe
de symétrie de Lorentz de la relativité restreinte.

L’événement O (de coordonnées xt = (:EO z' 22, 2%) = (0,0,0,0) dans
K) a pour coordonnées a = (a°,a',a?, a®) dans K’) Lorsque a* = 0,
les événements O et O’ (de coordonnees 2 = (0,0,0,0) dans K') sont

confondus (transformation de Lorentz homogeéne).

Dans des équations comme (1.31) on peut changer les noms des indices
et écrire par exemple ' = AY 2P + a” = Azt +a”.

Nous n’utiliserons que des transformations telles qu’il existe une suite
de référentiels K(s) pour s € [0,1] qui permet de passer contintiment du
référentiel K = K(0) au référentiel K’ = K (1). Exemples de transformations

15. Michael Faraday (1791-1867)
16. Jules Henri Poincaré (1854-1912)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Faraday.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Poincare.html
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ne vérifiant pas cette condition: I'inversion spatiale, I'inversion du sens du
temps.

Dans la transformation de Lorentz spéciale (cf. figure 1.3) les axes de K
et K’ sont paralleles et K’ se déplace parallelement & 1’axe z! avec la vitesse
V par rapport a K. Les événements O et O’ sont confondus. On pose

\%4 1
08=— et V= (1.32)
c /1— 32
F1G. 1.3 — Transformation de
Lorentz spéciale.
1
La transformation de Lorentz spéciale s’écrit
0 = (a0 frl)
! = A~ fa?)
T _ (1.33)
$/3 _ $3
ou
20 v =By 0 0 a9
z —pBy v 0 0 x!
2217 o o 10 2 (1.34)
'3 0 0 01 x3
A

sous forme matricielle. Dans la limite V < ¢, § < 1 et v &~ 1, on retrouve
la transformation galiléenne (1.29).

En général, la matrice A = (A¥,) dépend de 6 paramétres (la vitesse V
et 3 parametres pour les orientations relatives des axes). Lorsque les axes
de K et K’ sont paralleles, la matrice ne dépend que de V et son inverse

correspond & la vitesse opposée: [A(V)]™1 = A(—V). Par exemple Dinverse
des équations (1.33) et (1.34) s’écrit

= @+ g
— ’Y(Q«T/I‘Fﬂl’/o)
!
X
13

(1.35)

0
1
2
3

8 8 8 8

=
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et
20 v By 0 0 x/0
z! By ~v 0 0 x't
22171 0 0 10 22 |- (1.36)
3 0 0 01 z"3
A—l

On peut obtenir la transformation générale (1.31) en composant une
rotation-translation spatiale (qui laisse le temps inchangé), une transfor-
mation spéciale et une deuxieme rotation-translation spatiale : utiliser deux
référentiels K; (immobile par rapport & K) et K| (immobile par rapport a
K'), d’axes paralléles et tels que V soit parallele a ’axe 1 de coordonnées.

1.4 Quadrivecteurs

Considérons le déplacement AB de Dévénement A (de coordonnées xH
dans K et 2'* dans K') a ’événement B (de coordonnées y* dans K et y'*
dans K'). Ses composantes Azt = y# — z# dans K et Ax'* = y/# — /' dans
K’ sont lies d’apres I’équation (1.31) par

Az = AF, Az, (1.37)

On peut noter que si K” est un troisiéme référentiel d’inertie, la matrice
A(K — K'), intervenant dans la transformation (1.37), et les matrices ana-
logues A(K — K") et A(K' — K") vérifient

A(K — K", = AK' — K")* A(K — K')°,,. (1.38)

En effet, les relations Az"* = A(K' — K")*,Az'P = A(K' — K")* ,A(K —
K", AzY et Az = A(K — K")*,Az" donnent [A(K — K")*, —A(K' —
K"F,AK — K')P,]JAz” = 0 qui doit étre vrai pour tout Az”.

Plusieurs grandeurs physiques se transforment entre référentiels d’inertie
de la méme facon que les composantes Az’* du déplacement ./TB . Cela amene
a définir un quadrivecteur (autres noms : 4-vecteur, vecteur contravariant ou
simplement wvecteur) comme étant un objet @ invariant (indépendant du
référentiel) et égal, 'unité de mesure mise a part, a un déplacement. Le qua-

drivecteur @ a donc 4 composantes (a’,a', a?, a®) dans le référentiel d’inertie

K. Nous écrirons @ = (a®, a,a?,a3) ou @ = (a°, A) (dans K). Dans un autre

référentiel d’inertie K’, ses composantes (a”, a’t,a’?,a’®) sont

)

ou A est la matrice intervenant dans la transformation (1.31).



FiGg. 1.4 — Un exemple de
léquation (1.43).
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L’ensemble V des quadrivecteurs est muni d’une structure d’espace vec-
toriel de dimension 4. On peut utiliser pour base de cet espace vectoriel les
4 quadrivecteurs (tétrade) définis par leurs composantes dans K

& = (1,0,0,0)
& = (0,1,0,0)
62 = (07031a0) (140)
es = (0,0,0,1).

Autrement écrit: (€,)” = 6,”, en notant (€,)” les composantes dans K de
€y et

. o | 1sip=v 17
0 =", =0 = { 0 sijptuv (delta de Kronecker *).  (1.41)
Le quadrivecteur @ s’écrit alors
a=al'e, =ada"e), (1.42)

ou la tétrade 5;2 est définie par rapport au référentiel K’. Déterminons la
transformation des vecteurs de base. Portons I'équation (1.39) dans 1'équa-
tion (1.42): a#€, = A*,a"€),; renommons les indices muets du deuxieme
membre: até, = AY,a"€], soit a’(€, — AY,€)) = 0; comme les a* sont
arbitraires on obtient €, = €,A”, et, en inversant, (cf. figure 1.4)

(1.43)

Pour la transformation de la figure 1.3, avec § = 3/5, v = 5/4, 'équa-
tion (1.43) donne, la matrice inverse A~! étant donnée par ’équation (1.36),

& = @)% +e(a )l Ve + Byé = e+ é
el = A ) +aa Tl = Bye + e = dé+ 3én.
(1.44)
1.5 L’intervalle

—_— —
L’intervalle du déplacement AB = (A.TO,A:IZI,A:IZ2,A.T3) = (cAt,Ar)
est

(As)? = (Az?)? — (Azh)? — (Az?)? — (Az?)? = (cAt)? — (Ar)%.  (1.45)

L’intervalle ne dépend pas du référentiel : c¢’est une propriété des transfor-
mations (1.37). On peut le vérifier a l'aide des équations (1.34) pour les

17. Leopold Kronecker (1823-1891)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kronecker.html
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transformations spéciales. Dans le cas d’une rotation-translation spatiale la
propriété résulte des invariances séparées de At et Ar.
On distingue trois cas (cf. figure 1.5):

~ (As)? = 0 (intervalle nul): les événements A et B peuvent étre reliés
par un rayon lumineux. Les événements B sont sur le cone de lumiére
(indépendant du référentiel) de I’événement .A. Exemple : déplacement
AB.

— (As)? > 0 (intervalle de genre temps) : les événements A et B peuvent
étre occupés par un méme point matériel. Les événements B sont
a lintérieur (futur ou passé) du cone de lumiere de I’événement A.
Exemple : déplacement m .

— (As)? < 0 (intervalle de genre espace): Les événements B sont a
lextérieur du cone de lumiere de I'événement A. Exemple: déplace-
ment E .

La figure 1.5 représente l’espace-temps avec une dimension spatiale sup-
primée. Le cone de lumiere de ’événement A est une hypersurface qui sépare
I’espace-temps en trois régions futur, passé et ailleurs. La ligne d’univers d’un
point matériel de masse # 0 coupe le cone de lumiere de A en exactement
deux événements C, dans le passé de A, et D, dans le futur de A (si la ligne
d’univers passe par A ces deux événements se confondent en A).

1.6 Quadrivitesse. Quadriimpulsion

Considérons une particule de masse m # 0 en mouvement accéléré. Soit
K’ un référentiel d’inertie, comobile & un instant t avec la particule, c’est-
a-dire en mouvement par rapport a K avec la vitesse vV = ﬁ/dt de la
particule. Pendant le temps dt les coordonnées z”* de la particule sont fixes
dans K’ & des infiniments petits d’ordre 2 en dt pres. L’intervalle entre les
deux événements A (particule a I'instant t) et B (particule a instant ¢+ dt)
est

(ds)2 = (cdt’)2 = (d:/co)2 - (d:/cl)2 - (da;Q)2 - (da;?’)2

= (cdt)? — dr? = <1 - V—2> (cdt)?. (1.46)

c2

La variation de temps propre de A & B est dr = dt’ = ds/c = dt/~. Posons

— —
dA = AB. La quadrivitesse de la particule & 'instant ¢ est le quadrivecteur

—

L, dA s :

U = i cé): ses composantes sont (c,0,0,0) dans un référentiel comobile
T

et

—
daxt dt dt dr -
o = (CE’EE) = (fyc, 7V> dans K. (1.47)

Fi1G. 1.5 — Intervalles de

genre temps, nul et espace.
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La quadriimpulsion de la particule est

p=mu de composantes <¥, ]3> . (1.48)
L’énergie W et la quantité de mouvement (ou impulsion) P dépendent du
référentiel mais pas la quadriimpulsion p. La quadriimpulsion d’une parti-
cule peut varier au cours du temps. Toutefois, si la particule est isolée, il
y a conservation de la quadriimpulsion et la ligne d’univers est une droite.
Pour un systeme quelconque isolé il y a conservation de I’énergie et de la
quantité de mouvement : on peut définir la quadriimpulsion du systeme qui
est invariante et conservée. Mais comment? Pour deux particules a et b en
interaction, dont les quadriimpulsions p,(t) et pj(t) dépendent du temps,
est-ce la somme p,(t) + pp(t) qui change de forme dans un autre référentiel
(elle devient py(t,) + pp(t;), ot les temps des deux particules peuvent étre
différents ¢/, # t})? On répondra a la section 3.2.
Pour une particule de masse nulle (photon), on ne peut plus définir la
quadrivitesse (ds = 0, il n’existe pas de référentiel comobile) ; on peut définir

la quadriimpulsion d’un photon de fréquence v dans K par p' = (P, ]3) ou

p=t
c

1.7 Quadricourant

Considérons, dans K, a l'instant ¢, un petit volume 2, centré en ¥ =
(x', 22, 23), contenant des particules chargées de charge totale Ag qui se
déplacent toutes avec la méme vitesse V. On définit la densité de charge en

M (M est 'événement : temps ¢, position 7 dans K)
_ Aq
0

et la densité de courant J(7,t) = pV (la charge qui traverse 'élément de
surface Az?Ax? pendant le temps At est J'Az2Az3At). La charge Aq de
ces particules est un invariant, mais comme le volume qu’elles occupent et
leur vitesse dépendent du référentiel, p et J ne sont pas invariants.

Soit K’ un référentiel comobile avec les particules. Le volume Q =
Az'Az?Az3, immobile dans K’, est en mouvement avec la vitesse V dans
K. 1l y subit la contraction de Lorentz-FitzGerald '8 (cf. figure 1.6)

!/
o (1.50)
~
ou ¥ = AzTAz?Ax’3 est le volume au repos. Dans le référentiel comobile
K’, la densité de charge en M est

po(M)

18. George Francis FitzGerald (1851-1901)

p(M) = p(71) (1.49)

_Agq

=5 (1.51)



http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/FitzGerald.html
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D’apres les équations (1.49), (1.50) et (1.51), il vient

p(M) = vpo(M). (1.52)

référentiel K’ référentiel K

Désignons par 4 la quadrivitesse d’une des particules en M. Le quadri-
courant est
7(M) = podi. (1.53)

Le nom est justifié par le fait que ses composantes dans K sont
(") = (pom povV)

soit

(4") = <,oc, j) (quadricourant). (1.54)

Le quadricourant et la quadrivitesse en M sont tangents aux lignes d’univers
lorsque les particules chargées se déplacent toutes avec la méme vitesse (cf.
figure 1.7).

Pour une charge ponctuelle ¢ en mouvement, de coordonnées &0 = ¢t et

£l (t), la densité de charge est p = ¢d(®) (f' — £ (t)) et le quadricourant

1) = 00 (7 &) S (1.55)

Le quadricourant est un champ de quadrivecteurs. On obtient les compo-
santes dans K’ d’un champ de quadrivecteurs @(M) a partir des composantes
dans K par

aM (2,2 2% 23) = AP La (20, 2t 22, 2?) (1.56)

et en exprimant 2%, z!, 22, 23 en fonction de 20, 2’

I’équation (1.31).
Lorsque toutes les charges ne se déplacent pas de concert, le quadricou-
rant est défini par additivité, comme dans I’équation (1.5). Le formalisme

1 2

, 2’2, 2" par I'inverse de

F1G. 1.6 — Contraction de
Lorentz-FitzGerald.

lignes d’univers
des particules

Fic. 1.7 — Quadricourant et

quadrivitesse.
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quadridimensionnel apporte des simplifications: p et J qui dépendent du
référentiel sont unifiés dans un invariant 7’ ; de méme 'énergie E et la quan-
tité de mouvement P sont unifiées dans la quadriimpulsion.

1.8 Le produit scalaire

D’apres I'invariance de I'intervalle (1.45) et la définition d’un quadrivec-
teur, le carré

(@) = (a°)? = (a")? = () — (a”)? (1.57)

d'un quadrivecteur @ est un invariant. Exemples: (@) = ¢?; (p)? = (mc)?
donne W?2 — ¢?(P)? = m?c*; pour un photon ()? =0 (E = cP).

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs a et b est également un inva-
riant 19 :

@ b=a"’—a'b' —a®? — a3’ (1.58)

Exemple: les produits scalaires des vecteurs de la tétrade (1.40) sont €),-€, =
9w ou les 16 valeurs g, forment la matrice G

10 0 0
() =G = 8 _01 _01 g (tenseur métrique). (1.59)
0 0 0 -1

La base est orthonormée (vecteurs mutuellement orthogonaux et de carrés
+1). Le symbole g, défini par la méme matrice G

1 0 0 0
(¢") =G = 8 _01 _01 8 : (1.60)
0 0 0 -1
joue le rdle de l'inverse de g, : G '=Gou
Guwg”" = 6, (1.61)

L’espace-temps & muni de la métrique (1.59) est appelé espace de Min-
kowski?°.

19. Cette invariance résulte de celle du carré par la relation @-b = [(@+b)%— (@)% — (b)?] /2.
20. Hermann Minkowski (1864-1909)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Minkowski.html
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1.9 Tenseurs

Dans cette section nous définissons les tenseurs de l’espace vectoriel V
de dimension 4. Ces définitions s’appliquent en fait a tout espace vectoriel,
méme non muni d’un produit scalaire. Les définitions sont indépendantes de
la base de V, ce qui assurera l'invariance de Lorentz des tenseurs. Toute-
fois, en pratique, on utilise les composantes des tenseurs qui dépendent du
référentiel.

1.9.1 Vecteurs covariants ou 1-formes

L’espace dual d’un espace vectoriel intervient souvent en physique. En
mécanique quantique, les vecteurs sont les kets et les vecteurs de l'espace
dual les bras. Une I-forme f (d’autres noms usuels sont forme linéaire, co-
vecteur, bra, et, en relativité, vecteur covariant) est une fonction complexe
f(d@) linéaire d'un (quadri)vecteur @. Cette définition est indépendante du
référentiel : une 1-forme est un invariant. L’ensemble des 1-formes consti-
tuent, avec les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire des
fonctions, ’espace vectoriel V* appelé dual de V. Cette structure est mise
en évidence par la notation bra-ket f(a) = (f|d@) qui est bilinéaire en f et
a:

(f+ngla) = &(fld)+n(gla L6o

<f(§a‘+n5> - §<f|c‘i>+n<f‘5> (1.62)
pour f,g € V* 4, beVet &, n nombres complexes (differe de la mécanique
quantique ou le bra-ket est sesquilinéaire).

Les quatre 1-formes e* définies par

<e,u | gz/> =6, (1.63)

agissent sur @ = a*€,, par
(et |ad) = a*. (1.64)

Elles forment une base de V* (base duale de la tétrade €,). En effet, pour
une 1-forme f € V*, posant

fu=(f]€u), que nous appellerons composantes de f dans K, (1.65)

ona(f|e,) = (fuet|€,) et (f|a) = (f.e"|d)Va e V. Cela montre que les
quatre 1-formes indépendantes e” forment une base puisque toute f s’ex-
prime comme f = f,et.

On peut comparer les expressions

a=ad'e,=¢,(e"|a) et f=fet=(f|e,)e" (1.66)
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avec les expressions de la mécanique quantique

@)= anln) =) In){nla) et (fl=) faln|=)_ (fIn)(n

n

(1.67)
ou |n) est une base d’états.
Sid = atey, (f|ad) s’exprime par la contraction de f et a:
(f|@) = fua" = foa® + fra' + faa® + fza®. (1.68)

Ne pas confondre la contraction (tous les signes sont +) avec expres-
sion (1.58).

Rappelons les formules (1.39) et (1.43) de changement de base?! pour
les composantes des vecteurs et les tétrades de V :

a* = AM,ad”, (1.69)
e = (A e (1.70)
La formule de changement de base pour les composantes des 1-formes s’ob-

tient en portant '’équation (1.70) dans la définition des composantes (1.65),
écrite dans K, f/, = (f ! €[L>:

fo=(0"Y" 0wt (1.71)

22

La transformation des tétrades de V* peut s’obtenir ““ en écrivant 1’équa-

tion (1.69) sous la forme (e'*|a) = A", (e’ |d) :

172

Les noms covariant et contravariant sont donnés par comparaison aux for-
mules de changement de base des €,. Le « vecteur covariant » f, se trans-
forme comme €,, et le « vecteur contravariant » a* se transforme de facon
contraire). Les indices en haut (en bas) sont qualifiés de méme de contra-
variants (covariants).

La notation bra-ket met en évidence que le dual de V* (bidual de V)
redonne V. Autrement dit, une fonction complexe a(c) linéaire du covec-
teur ¢ € V* peut s’écrire comme un bra-ket a(c) = (c|a@) et s’identifie au
quadrivecteur @ = a(e") é,.

21. Nous nous limitons aux changements de bases entre référentiels d’inertie, mais dans
cette section, tout reste valable pour des changements de bases quelconques (A étant alors
n’importe quelle matrice 4 X 4 inversible).

22. On peut aussi partir de f = f,e" = f, e’* et procéder comme dans la démonstration
de I’équation (1.43).
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1.9.2 Tenseurs covariants et N-formes

Un tenseur T de type (]%) est une fonction complexe T (dy,ds, ...,dN)
multilinéaire de N quadrivecteurs. Cette définition est indépendante du
référentiel : un tenseur est un invariant. Les tenseurs de type (8) sont les
scalaires (¢, m, ...). Les tenseurs de type ((1)) sont les 1-formes.

En pratique, on utilise les composantes du tenseur dans un référentiel K.
Ce sont les 4" nombres Ty, iy iy = T(€uys gy - -+ 5 Euy )- Les composantes

s . ! 7 ! _ —/ —/ —/
dans le référentiel K’ sont données par T}, ., ., = T(€,,,€,,, ...,€,, ). En

—

y portant I'équation (1.70), €, = (A_l)yk un€uy, €t en utilisant la multi-
linéarité de T on obtient la loi de transformation des composantes

Tl/huz---uzv = (A_l)V1 M1 (A_l)m pg X X (A_l)VN KN TV1V2---VN‘ (1‘73)

Pour un tenseur T de type (g) et deux vecteurs U = ut¢, et v = v"e,,
T(, V) s’exprime par la double contraction :

T(@,0) = T(uté,,v"é,) = T(ey, &, )uv” = Tutv”. (1.74)

Si T(u,v) = T(v,4) (resp. T(u,v) = —T(¥,u)) pour tout 4,7 € V alors

Tpe = Ty (resp. Ty = —Typ) et le tenseur T, est dit symétrique (resp.
antisymétrique). Une N-forme est un tenseur de type (](\),) completement
antisymétrique (Tpo... = —Tuppo. = —Tpopge. = -+ - )-

1.9.3 Produit tensoriel

Le produit tensoriel d’espaces vectoriels intervient en mécanique quan-
tique. Ainsi, ’espace S des états de deux spins s; et s est le produit tensoriel
S1 ® 81 des espaces S1 et Sy de chaque spin. Une base de S est donnée par
les produits tensoriels | symysamo) = | s1m1) @ |sams) des vecteurs de base
de S7 et Ss.

Le produit tensoriel de deux 1-formes p et q est le tenseur T = p® q de
type (g) défini par T(u, ¥) = (p|@) (q|V) (ou &, T € V) soit, en composantes,
Ty = puqy- Le produit tensoriel n’est pas commutatif en général (p ® q #
q ® p). L’espace des tenseurs de type (g) est le produit tensoriel V* ® V*.
Une base de cet espace est donnée par les 16 produits tensoriels e ®e” et les
composantes T}, d'un tenseur T sont en fait les composantes dans cette base
tensorielle: T = T),, e* ®e” puisque T}, e ®@e" (U, V) = T, (e* |u) (e |U) =
Tyutv”.

Le produit tensoriel de N 1-formes donne de méme un tenseur de type
(3.

L’espace des tenseurs de type ( ](\),) est le produit tensoriel V¥ ®@ --- @ V*,

N facteurs
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1.9.4 Tenseurs contravariants

Un tenseur T de type (1\04) est une fonction complexe T(f!, 2, ..., fM)
multilinéaire de M covecteurs. Les composantes du tenseur dans K sont les
4M pombres

THLIp2-BM — T(em’euz, . ’eNM)'

Les composantes dans le référentiel K’ sont données par

T2 AN — w1 qfp2 ynvs
T'HkR2HIM — T (e e'H2 L eHM)),

En y portant Péquation (1.72), €+ = AFk, e"*, on obtient la loi de trans-
formation des composantes

T/'u'l‘uQ'“‘uM = A'ulmA'qu/g X oo X A“MI/M TVIZQWVM' (175)

D’apres la remarque de la fin de la section 1.9.1, les tenseurs de type
(é) sont les quadrivecteurs. Dans ce cas, I’équation (1.75) redonne 1’équa-

tion (1.69). Les tenseurs de type (1\04 ) sont les éléments du produit tensoriel
V@---®V.
—_———

M facteurs

1.9.5 Tenseurs mixtes

On généralise les définitions des sections 1.9.2 et 1.9.4. Un tenseur T

de type (%) est une fonction complexe multilinéaire de N vecteurs et M
. . M + N)!

covecteurs. Suivant l'ordre des vecteurs et covecteurs, il y a %
sortes de tenseurs de type (]\]\/,[) Ainsi il y a trois sortes de tenseurs de

type (1) R(f, i B), S (6,f, B), et T (a, b, f) (f € V*, @b € V). Les 64
composantes dans K de chacun de ces tenseurs sont R*g, = R (e“, €3, €,),
Sa% =S (é’a,eﬁ, él,) et T,g” = T (€4, €3,€"). La loi de transformation des
composantes généralise les lois (1.73) et (1.75). Ainsi, pour le tenseur de
composantes R%g,s de type (é), c’est

v

s (AT (A5 Ry (1.76)

Rlaﬁvé = Aau (A_l)

1.9.6 Algebre tensorielle

La somme directe des espaces vectoriels
CaevVaV*a(VaV)e(VavVH)ie(VeV)d:---,

ou C est '’ensemble des nombres complexes, munie du produit tensoriel
forme ’algebre tensorielle de V. L’expression mathématique (14 @) ® @ (ou
d@ € V) n’a pas de sens physique: on utilisera seulement des expressions
comportant des tenseurs de méme type.
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1.9.7 Calcul tensoriel : régles pratiques (1-4)

En pratique, on utilise les composantes. Pour le changement de réfé-
rentiel, on écrit la loi (1.39), (1.71), (1.73), (1.75) ou (1.76), et, dans le cas
d’un champ de tenseur, on procede comme dans I’équation (1.56). Voici des
opérations sur les composantes, qui partant de tenseurs donnent d’autres
tenseurs.

Regle 1. Addition, multiplication par un scalaire

Pour des tenseurs de mémes indices (T# = ¢ A" + ¢y B*).
Regle 2. Multiplication

C’est le produit tensoriel (797, = F2% A.).

Regle 3. Permutation des indices

Exemple: T), = Ryp. En général, on obtient un tenseur différent (7,, =
—R,, pour une 2-forme).

Regle 4. Contraction

On a vu que la contraction f,a* donnait un scalaire (équation (1.68)).
La double contraction 7T}, utv” (équation (1.74)) forme également un sca-
laire. Plus généralement, on appelle contraction une sommation de la forme

K ... des composantes d'un tenseur de type (%) La contraction prend
la méme forme dans tous les référentiels et donne un tenseur de type (%:11)

Vérifions le pour Tgs = R%gqs. D’apres I'équation (1.76)

R®gas = A" (A7) (A1) 5 (A7) g Rypo = (A1) 5 (A1) 5 RMupo
0,

soit Té(; = (A‘l)V 8 (A‘l)U(;TW qui montre que les T35 se transforment

comme les composantes d’un tenseur de type (g)

1.9.8 Applications linéaires
L’expression completement contractée
s =T (f, @) = T fou’ (1.77)

correspond & la définition du tenseur T de type G) comme fonction com-
plexe linéaire du covecteur f = f,e® € V* et du vecteur @ = u” eg € V.
Considérons maintenant I’expression

v = T°gu” (1.78)

ou on laisse lindice « libre. Elle définit une application linéaire v = T
associant au vecteur @ = u” €g € V le vecteur 7 = v®e, € V. Ainsi, on peut
considérer un tenseur de type (i) comme une application linéaire de
V — V. La matrice de cette application linéaire dans la base €, est (T%g).
La loi de transformation des composantes du tenseur (7'%g) de K a K,

T =A%, (A" 5T, (1.79)



TAB. 1.1 — Nappes du grou-
pe de Lorentz. P désigne !'in-
version spatiale (P = G de 1’é-
quation (1.59)) et T I'inversion
du sens du temps (T’ = —G).
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n’est rien d’autre que la loi de transformation de la base €, a la base €/, de
cette matrice:
T =ATAL (1.80)

1.10 Propriétés métriques

1.10.1 Le tenseur métrique

Le produit scalaire g(a, 5) = @- b est une fonction réelle invariante bi-
linéaire des deux quadrivecteurs a et b. C’est donc un tenseur de type (g) et
ses composantes g,,, sont données par le tableau (1.59). Le tenseur métrique
est symétrique: g(a, 5) = g(g, d) ou gy = guu- Le produit scalaire s’écrit
comme une contraction :

@ b= gu a'b’. (1.81)

Les composantes du tenseur métrique sont les mémes dans K et K'. Cette
propriété s’écrit en composantes, d’apres I'équation (1.73)

Guv = ApuAUV 9po - (1.82)

Exercice 1.1 (Le groupe de Lorentz). On considére les matrices réelles
4 x 4 qui laissent invariant le produit scalaire (1.81). Ce sont les matrices
réelles A qui vérifient la relation (1.82). On peut comparer cette relation
a la relation 6; = Rinkl d;r qui caractérise les matrices orthogonales Rij
(groupe O(3)).

1) Récrire I'équation (1.82) sous forme matricielle. En déduire det A =
+1.

2) Montrer que les matrices réelles A qui vérifient la relation (1.82)
forment un groupe (groupe de Lorentz ou groupe O(3,1)), la loi de groupe
étant le produit des matrices.

3) On désigne par A, les 4 quadrivecteurs colonnes de la matrice A

S
(de composantes (AZ,) = A*,). Montrer qu’ils forment une tétrade ortho-

normeée.
4) Montrer que l'inverse de A € O(3,1) est donné par

(A_l)ﬁa =A%, goa §°°. (1.83)

5) Obtenir 'inverse (1.36) de la matrice de Lorentz (1.34) en utilisant
cette équation.

6) Montrer que |A%]| > 1

7) Les matrices de Lorentz se répartissent en 4 classes (nappes) suivant
la valeur de det A et le signe de A% (cf. table 1.1).
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Nappe | detA | A% | contient groupe
Ll 1 >1 I treint
Lf i—l ; . 2 } restrein | } orthochrone
T complet
L -1 < -1 T
Lt +1 | <-1] TP

a) Montrer que Ll U Li (sous-ensemble des matrices de Lorentz telles
que det A = 1) est un groupe (groupe SO(3,1)).

b) Montrer les matrices de Lorentz telles que A% > 1 forment un groupe
(groupe de Lorentz orthochrone LL U LT_)

c¢) Montrer que LL est un groupe (groupe de Lorentz restreint).
d) L’ensemble LL U L' forme-t-il un groupe?

1.10.2 Correspondance entre quadrivecteurs et 1-formes

Le role fondamental du produit scalaire est d’introduire une corres-
pondance entre quadrivecteurs et 1-formes (en mécanique quantique, au
ket |®) correspond le bra (®|). Soit ¥ = v¥€, € V un quadrivecteur de
composantes v%. La fonction qui a @ € V associe U - @ est linéaire en a;
elle définit la 1-forme v: (v|ad) = ¥ - . Calculons les composantes de v:
Vo = (V]Ey) =U-E, = vﬁé’@ &, =P gap- Les composantes v, sont donc

b ou Vo = ’UO, v = —’Ul, vy = —1)2, V3 = —3.

(1.84)

Vo = Jap v

La transformation inverse s’écrit

«

v = g*P vg. (1.85)

Lorsque on effectue les transformations (1.84) ou (1.85) qui identifient qua-
drivecteurs et 1-formes on dit qu’on abaisse ou monte les indices. On peut,
avec ces transformations écrire le produit scalaire (1.81) de plusieurs fagons :

G b= G MV = a,b” = at'b, = g"" a,b,. (1.86)

1.10.3 Calcul tensoriel : regles pratiques (5)

Regle 5. Monter et abaisser les indices

Les transformations (1.84) et (1.85) permettent d’identifier des tenseurs
de types (%) avec méme M + N. Ainsi le tenseur F*? est identifié aux
tenseurs F,P = ngVﬁ, FY = gg, F'*7 et Fop = gmg@(;FV‘s. On sait que
ces expressions donnent bien des tenseurs (d’apres les régles 2 et 4 de la
section 1.9.7). On peut changer la hauteur des indices d’une contraction,
comme dans I’équation (1.86) ou dans T+, = T, **.

Exercice 1.2. Quels sont les tenseurs identifiés au tenseur métrique gog?



28 1. FORMULATION COVARIANTE

1.11 Tenseur de Levi-Civita

Considérons la fonction e(do, d1, do, d3) = —2 des 4 quadrivecteurs a, qui
donne 'opposé du volume algébrique 2 du parallélépipede construit sur les
4 quadrivecteurs. Le volume ©, qui peut étre calculé par Q = det ((@,)"), est
une fonction multilinéaire, compléetement antisymétrique et invariante dans
les transformations de Lorentz (1.31). La fonction e(dp,d:,d2,ds) définit
donc une 4-forme appelée tenseur de Levi-Civita®®. Nous utiliserons aussi
le tenseur associé e?7% de type (3) ; ses composantes ont les mémes valeurs
dans tous les référentiels :

+1 si a0 est une permutation paire de 0123 ;
AL G | si a3yd est une permutation impaire de 0123;
0 sinon.
(1.87)

Noter que la parité d’'un cycle de longueur n est (—1)""1:

0123 1230
€ = —¢ =1, €0123 = €0231 = —1.

Lorsqu’on considére des transformations de Lorentz étendues, comme !'in-
version spatiale P, l'inversion du sens du temps 7' ou l'inversion spatio-
temporelle PT, les composantes (1.87) sont multipliées par det A : le tenseur
de Levi-Civita est un pseudo-tenseur.

L’opérateur « de Hodge?*, transforme une p-forme en une g-forme (p +
q = d = la dimension de ’espace) par contraction avec le tenseur de Levi-
Civita. Par exemple, la 2-forme F},,, donne la 2-forme duale de Hodge

1
*Fyuy = 56" Fpa. (1.88)

On introduit un facteur de normalisation, 1/p! pour les p-formes, de sorte
qu’on retrouve la p-forme initiale, au signe pres, en appliquant une deuxieme

fois 'opérateur . On peut vérifier que »xF),, = —F},,. Le produit vectoriel
C = AN B dans 'espace euclidien?® de dimension d = 3 apparait comme

le dual de Hodge de la 2-forme T% = A'BJ — AIB?: CF = §e”k(AZBJ =

BiAI ) = e7* A'BI ot € est le tenseur complétement antisymétrique tel
que '3 = 1 (la métrique de l’espace euclidien tri-dimensionnel est dij:
monter ou abaisser les indices ne modifiant pas les valeurs des composantes
des tenseurs, la convention d’Einstein est appliquée pour des indices répétés

a la méme hauteur).

23. Tullio Levi-Civita (1873-1941)
24. William Vallance Douglas Hodge (1903-1975)
25. Euclide d’Alexandrie (vers 300 av. J.-C.)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Levi-Civita.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hodge.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euclid.html
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1.12 Gradient
1.12.1 Le quadrigradient

. J . .
Nous considérons les quatre opérateurs —— agissant sur les fonctions et
x

champs de tenseurs sur ’espace-temps £. Dans un changement de référentiel,

0 oz¥ 0

oz Jx'm OV’
En dérivant ’équation (1.31), écrite pour la transformation inverse, on
ox" 1w O
= (A7)
Ox'm ox'H " OV
qui est la loi de transformation (1.71) des indices covariants.
Cela conduit & définir 'opérateur (gradient ou quadrigradient)

ces opérateurs se transforment par

= (A™1)”,. La loi de transformation est donc

a

o o0 o0 0 0 =
O = ggn = (WTWF) = <EV> (1.89)

Encadrons la loi de transformation dans un changement de référentiel :

o, = (A1, 0,. (1.90)

L’opérateur 0, appliqué a un tenseur de type (1\1\{) donne un tenseur de
type ( Nj‘il). Ainsi, appliqué au quadricourant j¥, on obtient 9,,5", qui est un

tenseur de type G) La quadridivergence de j*, c’est-a-dire la contraction

Ougt = —f%—ﬁj de ce tenseur, permet d’écrire I’équation de continuité (1.6)

sous la forme covariante :

85" = 0. (1.91)

L’action de d, sur la coordonnée z¥ de K (ici ¥ ne désigne pas un quadri-
vecteur ; pour une valeur de v donnée, ¥ ou x”(M) est le champ scalaire
qui associe & M € £ la coordonnée =¥ du point M) donne la 1-forme e” (on
rappelle que sa composante p dans K est 6,”):

Dy’ =4,". (1.92)

En faisant monter I'indice de d,,, on obtient la forme contravariante

0 0 0 0 0 >
p_gvyg - (<2 2 Y9 9 N_(L _
o =90 <8:U0 b9zt 9z 8:U3> <c@t’ V> (1.93)

de l'opérateur gradient, qui, dans un changement de référentiel, se trans-
forme par 0" = A*, 9V et qui appliquée & un tenseur de type (1\]\{) donne un

tenseur de type (M]\Jfl).
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géométrique d’une 1-forme.
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1.12.2 Le d’Alembertien

Le d’Alembertien

102 -2 10°
D:auauzgw_v :c_zﬁ_A (1.94)

se comporte comme un scalaire dans un changement de référentiel. Appliqué
a un tenseur de type (%), il donne un tenseur de méme type (%)

1.12.3 Une interprétation géométrique du gradient

Soit S(M) un champ scalaire de 'espace-temps £ (mettons la tem-
pérature en M € &) et supposons qu'un observateur en M effectue le
déplacement E/T/i = ddr = (d2°,dz!,dx?,dz3), ot @ est la quadrivitesse
et dr la variation de temps propre de l'observateur. La variation de la
température vue par ’observateur pendant ce déplacement est

9S4, 08, 9S , 05
= (,5) dat = <v5 ‘ W> (1.95)

ou VS désigne la 1-forme de composantes 0,5 dans K. L’opérateur gra-
dient, appliqué a S, s’interpréte géométriquement sans avoir a utiliser un
référentiel : il produit la 1-forme V.S qui, appliquée au déplacement c_l—/\ji,
donne la variation de S le long de Ef/\? .

1.12.4 Représentation géométrique d’une 1-forme

Soit une 1-forme f constante. Définissons la fonction S(M) = f,x#. On a
0uS = f, et donc f = VS. Pour tout quadrivecteur @ € V choisissons deux
points A, B € £ tels que AB =@ On a (flu) = fuu' = S(B) — S(A). La
valeur de (f | @) est donc la variation de S le long de @. On peut représenter
géométriquement la 1-forme f par la famille d’hyperplans S =Cte, pour des
valeurs entieres de Cte (l'unité de mesure mise & part). La valeur (f |«)
est alors le nombre d’hyperplans de cette famille traversés par le vecteur ,
ce nombre étant compté positivement ou négativement suivant le sens de
variation de S.
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S=012 3 4

Sur la figure 1.8, on a représenté les hyperplans S = 29 + 22! =Cte
associés a la 1-forme f de composantes

fo=1, fi=2, fo=/f3=0

(coordonnées x2 et > omises). Pour le vecteur @ = (2,1,0,0), qui traverse les

=

4 hyperplans S = 1, 2, 3 et 4, (f | @) = 4. Le quadrivecteur f de composantes
f*=0"S = (1, —2,0,0) est normal aux hyperplans S =Cte. On a aussi
fru={(f|u)=4.

1.13 Intégrales quadridimensionnelles

1.13.1 L’invariance de I’élément de volume d*z

Dans les intégrales sur I'espace-temps &, 1’élément de volume quadridi-
mensionnel d*z se transforme de K & K’ par

a(x/07 :L”l, 33/2, :L’,?’)
A0,z 22 23)

L’élément de volume quadridimensionnel est donc un invariant :

dz’ = d*z = |det A|d*z = d*x. (1.96)

' M = d' = d'z. (1.97)

Un champ scalaire S(M) sur l'espace-temps £ s’écrit dans K et K’ sous les
formes

S(M) = S(2°, 21, 2%, 23) = §'(20, 2, 2%, 2/3). (1.98)
Exemple: Le temps t dans le référentiel K de 1’événement M peut étre
considéré comme le champ scalaire

330 (;E/O + ﬁxll)

S(x0, 2zt 2%, 23) = — = §'(20, 2", 2%, 23) = 7 (1.99)
c

C

pour K et K’ liés par la transformation de Lorentz spéciale (1.34).
L’intégrale dans tout l'espace-temps £ du champ scalaire (1.98) peut se
calculer dans K ou K':

/S(M)d4/\/l :/S'(m'o,xll,x'Q,wlg)dA‘ ’:/S(azo,xl,x2,x3)d4x.
&
(1.100)
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1.13.2 Fonction de Dirac quadridimensionnelle

La fonction de Dirac?® quadridimensionnelle

B (uh) = 6(u®)d(u')d(u?)d(u?) (1.101)

est le produit de quatre fonctions de Dirac. Soit ) un point de I’espace-temps
&, de coordonnées y* dans K, et désignons par M € &£, de coordonnées z*
dans K, le point sur lequel on intégre. Posons u* = z# — y* dans (1.101) et
calculons l'intégrale

/ 5(4)(33“ —y")S(a® zt, 22, 2%) dix
£
= [0 3t 3G - )0 )80t a0 '

= S(y° y',y%y%) = S(V) (1.102)

On trouve de méme, dans K’, en posant u* = x’* — y'* dans (1.101) et en
utilisant (1.98),

/55(4) (2™ — )8 (20,2 2 2P da = S (Y0, vy ) = S(Y).

La fonction de Dirac quadridimensionnelle est donc un invariant (champ
scalaire) qu’on peut noter 6 (@) :

(@) = 6W (W) = 6D (uh), (1.103)

oll on n’a pas écrit 6’ (u/*) puisque la fonction, donnée par (1.101), est la
méme dans K et K'.

1.13.3 Intégration par parties

Soient f(20, 2%, 22, 23) et g(a, 2!, 2% 23) deux fonctions sur Iespace-
temps £ qui s’annulent dans toutes les directions a l'infini de £. On a les
propriétés suivantes, utiles par la suite.

— L’intégrale dans tout 'espace-temps de 0, f est

/ Ouf d*z = 0. (1.104)

En effet, on a, par exemple pour p = 1,

/ o fdte = / da®da?da’ / dxlﬁ
oo Oxl

= /dxodx2d$3 [f’xlzoo - f’mlz_oo] =0. (1105)

26. Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)


http://www.nobel.se/physics/laureates/1933/dirac-bio.html
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— Intégration par parties

/f(@ug) dtr = —/(auf)gd‘l:c. (1.106)

En effet, d’apres I’équation (1.104),
[ oudts = [ 0,59 - @u11al d's =~ [ @un)gd'e. (107

1.14 Quadripotentiel

Regroupons, dans K, les potentiels Aet ¢ de jauge de Lorenz, en posant
A% = ¢/c, a I'aide du seul symbole 2”

C

A= (A% = <?, /Y) (quadripotentiel). (1.108)

Les équations (1.21) et (1.22) se regroupent?® en utilisant le quadricou-
rant (1.54):

[JAY = po 5. (1.109)

La condition de Lorenz (1.12) s’écrit

(quadridivergence de A = 0). (1.110)

Ces équations, compte tenu de l'invariance du d’Alembertien, sont cova-
riantes si on postule que le quadripotentiel est un quadrivecteur, ce que
nous avions anticipé dans la notation A= (A®). Remarquer que le potentiel
scalaire ¢ n’est pas un scalaire dans les transformations de Lorentz (il est
un scalaire dans les rotations-translations spatiales). La condition de Lorenz
reste vérifiée dans tous les référentiels. En appliquant 'opérateur 9, a gauche
de I’équation (1.109) on obtient, avec (1.110), ’équation de continuité (1.91)
0,j% = 0.
L’invariance de jauge (1.11) s’écrit

A® s A% — 9™, (1.111)

On peut considérer 1 comme un scalaire; le quadripotentiel A est alors
considéré comme un quadrivecteur quelle que soit la jauge considérée. Ce-
pendant, si le quadripotentiel A satisfait a la condition de Coulomb (1.13)
dans le référentiel K, 9;A’ = 0 (sommation sur i = 1, 2, 3), alors dans
le référentiel K', 0/A" = (A‘l)“iAi,,(‘)uA” peut étre différent de zéro: la
condition de Coulomb n’est pas nécessairement vérifiée dans K'.

27. A = (A®) = (¢, A) en systeme de Gauss (cgs)
4
28. [ ]A* = = j¢ :
8. ] —J% en systéme de Gauss (cgs)
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1.15 Tenseur du champ électromagnétique

Récrivons les équations (1.10) donnant les champs E = (E*, EY, E?) et
B = (B*,BY, B%) (les indices qui correspondent aux axes de coordonnées
1,2,3 sont nommés z,y, z pour rappeler qu’ils ne sont pas contravariants :
nous ne définirons pas un quadrivecteur E*) en fonction des composantes
covariantes du quadripotentiel Ag = ¢/c, A; = —Al, Ay = —A% A3 = —A3
et en exprimant les dérivées a ’aide des opérateurs 0,,. On obtient

BT = C(aoAl - 81./40), B* = 83A2 - 82./43,
EY = C(a()AQ — 82140), BY = 81143 — 83141, (1112)
E* = C(aoAg - 83./40), B* = 82A1 - 81./42.

Les champs apparaissent dans le tenseur du champ électromagnétique (ou
tenseur de Faraday)

| Fuv = 0,4, — 0,4, (1.113)

de composantes

0 E*/c EY/c E*/c
| —E®/)c 0 -B* BY
Fw=| “me B+ o _pe | (1.114)

~E*/c —BY BT 0

En montant les indices, on obtient

0 —FE%/c —EY/c —FE?/c
E*/c 0 —B* BY
p _

=\ oy e . iy (1.115)

E*/c -BY  B° 0
Le tenseur F),, est antisymétrique (F,, = —F,,): c’est une 2-forme. On
peut vérifier I'invariance de jauge en remplacant A, par A, — 0,% dans
F, = 0,A,—0,A,. On retrouve alors F,, : 0,(A, —0,¢) — 0, (A, —0u) =

0, A, — O A,,.

L’opérateur x de Hodge (1.88) donne un nouveau tenseur antisymétrique

0 BT BY B~
1 - —B* 0 E*/c —EY/c
Lo = 58mpe B = gy gz 0 BT

5 (1.116)
—-B* EY/c —E%/c 0

appelé le dual de F),,,. Remarquons que xF},,, s’obtient en faisant les rempla-
cements

—

. L. E
E—c¢B, B— —— (dualité électrique-magnétique) (1.117)
c
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dans F},,. Ce remplacement laisse les équations de Maxwell (1.1-1.4) inva-
riantes lorsque J et p sont nuls. Noter que

E? AE - B
FWE,, =2 <32 - —> et FMF, = —— (1.118)

sont des invariants.

Transformation des champs

La loi de transformation des composantes (1.73),
Fl, =01 0 (AN F, (1.119)

permet d’obtenir les champs E’ et B’ dans le référentiel K’ en fonction
des champs dans le référentiel K. Dans le cas de la transformation de
Lorentz spéciale vue a la section 1.3, ot la matrice A~ est donnée par
P’équation (1.36), on obtient (détails des calculs plus bas):

E/IL' — E"E B/IL' — BIE

p
EY = v (EY - BcB?) BY = y\B'+ 7B ) (1120)
E'* = ~(E*+ f3cBY) B = ~ (B —Cp

C

Ces formules de transformations correspondent & des champs au méme point
de 'espace-temps. L’équation E'* = E* signifie, en détaillant,

E'm(a:’o,xll,x'z,xlg’) — EI(IZIO,:ZII,:ZI2,.T3)

= E® (v(z 4 B2, y(a" + B”°), 22, &%) (1.121)

ou les z# ont été exprimés en fonction des x'* par ’équation (1.35).
Obtention des équations (1.120)

On calcule Iy = (A7) (A1) 1 F,, = (A—l)OO (A—l)l | Foy
+ (A_l)l 0 (A_l)o 1 Fio = v2Fo1 + 272 Fip = (1 — %72 Fy1 = Fyy d'ott

E"=E® e B"=B°

en utilisant xFj); = xFp; pour le tenseur dual.
Puis F62 = (A_l)po (A_l)g 2 Fpg = (A_l)oo (A_1)2 o Fiyo
+ (A_l)l 0 (A_1)2 o Fig = vFpa + BvF12 donne

E"Y =~(EY — BcB?*) et BY=x <By + BEZ> .

C



36 1. FORMULATION COVARIANTE

Do wénme Fy = (A7)0 ()2 For = (A1)"s (A" F
+ (A_l)l 0 (A_1)33 Fi3 = vFy3 + 3vF)3 donne

E” =~(E*+ 3cBY) et B*=4 <BZ — éEy> :
c
Remarquons que les calculs ci-dessus (transformation des composantes d’un
tenseur [, de type (g)) peuvent aussi étre effectués sous forme matricielle

en notant F,e la matrice des composantes et en récrivant la loi de transfor-
mation des composantes (1.119) sous la forme

Fl,=A1F A" (1.122)
1.16 Formulation covariante de

I’électromagnétisme

Les équations de Maxwell s’écrivent avec le tenseur du champ électro-
magnétique et son dual sous la forme

‘ M = pg j, ‘ (1.123)

| 9™ =0 | (1.124)

En effet pour v = 0, OHF"O = 1o §°, soit ﬁE_'/c = pgcp, équivaut a l’équation
de Maxwell (1.1) et 9,xF"" =0 & 'équation de Maxwell (1.3) V-B=0.
Pour v =1, 8MF“1 = 1o j*, soit

1 OF"

3 g B 0BV =0 J%,

est la composante x de ’équation de Maxwell (1.2). Par des calculs similaires,
on peut vérifier que I’équation de Maxwell (1.2) (resp. (1.4)) équivaut a
0, FM = 1o j* (vesp. 0, xF = 0).

L’équation (1.124) s’écrit aussi en fonction de Fj,

P, Fpy = 0. (1.125)

On peut ainsi remplacer (1.124) par

0. Fp + 0pFys + 0, Fpu =0 (1.126)

qui est valable pour u, v et p quelconques: lorsque u, v et p sont tous
différents, cela résulte de (1.125); lorsque par exemple p = v, cela résulte
de I'antisymétrie de F,q.
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11 est instructif de vérifier la cohérence de ’équation (1.123), c’est-a-dire
que le quadricourant a une quadridivergence nulle :

po0yj” = 0,0, F" = 0. (1.127)
La deuxieme expression est bien nulle:
0,0, F" = =0,0,F"" = —0,0,F"" =0; (1.128)

la premiere égalité résulte de la symétrie de 0,0, et de I'antisymétrie de F'*”
dans I’échange de p et v; la deuxieme s’obtient en renommant les indices
muets.

Déterminons maintenant I’écriture covariante de la force de Lorentz (1.7).
En relativité, I’équation non-relativiste (1.26) du mouvement d’une particule
devient

dp > dpt
@ _ ou, en composantes, W _ Jis (1.129)
dr dr
qui exprime la dérivée par rapport au temps propre de la quadriimpulsion
P =mi = —,]3 de la particule en fonction d’un quadrivecteur f (la
c

quadriforce). Cette expression doit redonner la loi du mouvement

dP

%:F:q@jﬂ?/\é) (1.130)
et la dérivée temporelle de ’énergie de la particule
d Lo Lo
W GV —gE-V (1.131)
dt
Dans un référentiel comobile (cf. section 1.6) avec la particule,
V=0 P=0, @=(c0,00), 7= (me,0,0,0), (1.132)
dP _dP dW
- - —_4E - =0. 1.1
i —ar et =0 (1.133)
On en déduit que dans ce référentiel
dp  (1dw dP _
= <ZF’E) - <O,qE>. (1.134)

Le quadrivecteur qui a pour composantes (0, qE) dans le référentiel como-

bile peut s’écrire de fagon covariante : (O,qﬁ) = qF"*u,. La forme cova-

riante de I’équation du mouvement ne peut donc étre que

dp*
C% = qF"u,. (1.135)
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On vérifie en effet, dans un référentiel quelconque, en utilisant u =
i

. d ,
(ve,vV) (cf. équation (1.47)) et dr = dt/~, que dﬂ = qF"u, équivaut
T
d 0
a I’équation (1.130). L’équation (1.135) pour u = 0, di = gF"u,, donne
T
la dérivée temporelle de I'énergie de la particule (1.131).
Considérons le tenseur du champ électromagnétique comme une appli-
cation linéaire F de V. — V de matrice F*, (cf. section 1.9.8). On récrit
I'équation (1.135) sous la forme

dp

X F_Fi 1.136
. f=qFd ( )

qui donne une interprétation physique du tenseur du champ électromagné-
tique: c’est I’application linéaire qui appliquée a gi donne la quadriforce f
agissant sur une particule de charge g et quadrivitesse 4. On peut obtenir
la valeur expérimentale de cette application linéaire F en mesurant la qua-
driforce f ressentie par une particule sonde de charge ¢ animée de diverses
quadrivitesses . Il est clair que F est indépendant du référentiel d’inertie
tout comme ¢, U et f
L’équation (1.136) donne également une interprétation de ’antisymétrie
du tenseur F*. En dérivant I’équation p'- p = m?c? on obtient que la qua-
driforce est orthogonale a la quadrivitesse:
ﬁ-d—pzﬁ.f:mﬁ-fz 0. (1.137)
dr
On doit avoir F*u,u, = 0 pour toute quadrivitesse i, ce qui n’est possible
que si F* est antisymétrique.

1.16.1 Formulation en termes du quadripotentiel

Nous avons vu, section 1.1.3, que les équations de Maxwell (1.3) et (1.4),
qui s’écrivent de fagon covariante sous la forme (1.124) ou (1.126), sont
équivalentes a l'existence des potentiels. On en déduit, en utilisant (1.113),
qu'une 2-forme F},,, vérifie I'équation 0, xF"" = 0 si et seulement si il existe
un quadripotentiel A* tel que F),, = 0,4, — 0, A,:

PO, Py =0 <= 3A, : Fu=0,A, —0,A, (1.138)

Retrouvons quelques résultats de la section 1.1.3 en utilisant le forma-
lisme covariant. Le quadripotentiel A* n’est pas défini de fagon unique par
Péquation (1.113). Si A* et A" sont deux quadripotentiels vérifiant (1.113),
alors WH = AF — A vérifie 0uW, = 0,W,. Il en résulte que W, dx* est une
différentielle totale: il existe une fonction 1 (z#) telle que dip = W, dz* et
W,, = 0,%. On retrouve ainsi l'invariance de jauge (1.11)

AY — A = AY — 9. (1.139)
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En portant F'* = gt AY —9” A* dans 0, " = g j¥ on obtient 0, 0" A¥ —
0,0 At = g j¥, soit

[]AY — 89, A" = o j* (1.140)

qui est 'expression covariante des équations (1.19) et (1.20) en jauge arbi-
traire. En jauge de Lorenz elle redonne (1.109) [ JAY = g j”.

1.17 Résumé

Le tenseur du champ électromagnétique est la 2-forme

0 E*/c EY/c E?/c
_EJe 0 —B* BY

FNV = —Ey/C B* 0 _B* (1141)
—FE*/c —BY B* 0
Les équations de Maxwell s’écrivent
(0uF" = 105", |0uFup+ 0pFpuw +0,Fp = 0. (1.142)

La quadriforce f# agissant sur une particule de charge g et de quadrivitesse
Uy, est

| = qF"™u, | (1.143)

Le tenseur du champ électromagnétique dérive d’un quadripotentiel

| Fuv = 0,4, — 0,4, (1.144)

Le champ électromagnétique reste invariant dans les transformations de
jauge .
A% — AY = AY — 0%). (1.145)

On peut imposer la condition de jauge de Lorenz

(1.146)

Le quadripotentiel vérifie alors

[JA” = po 5" (1.147)
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2
Lagrangien

On montre que le systeme champ électromagnétique + particules est
décrit par un lagrangien ' de la forme L = Lpart+ Lehamp + Ling- On détermine
d’abord le lagrangien Lp,,+ d'une particule libre, puis la forme du terme d’in-
teraction Lj, entre une particule et le champ et, pour terminer, le lagrangien
du champ libre Lchamp.-

2.1 Particule chargée dans un champ extérieur

2.1.1 Le principe de moindre action

Notons les coordonnées de la particule dans le référentiel K par ¥ =
dx -

(', 2%, 23) et la vitesse de la particule par i (1,42, 2%) ou V =

(V1,V2,V3). Le systéme est caractérisé par un lagrangien L(z% % t) qui

est une fonction explicite des 2¢, ’, et éventuellement du temps ¢. L’action

S = L(x*,z"t) dt (2.1)

t1

est une fonctionnelle S[Z(¢)] définie pour toute fonction Z(¢) (pas seulement
pour le mouvement réel de la particule) pendant 'intervalle de temps [¢1, 2.
On considére une variation infinitésimale 0Z(t) de Z(t) vérifiant

5Z(t1) = 0i(ts) = 0. (2.2)

Les points initial @ = #(t1) et final b = #(t2) sont inchangés dans la nouvelle
trajectoire (cf. figure 2.1)

Z'(t) = Z(t) + 6Z(¢). (2.3)

1. Joseph Louis Lagrange (1736-1813)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Lagrange.html
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Le principe de moindre action dit que S est stationnaire? pour toute
variation infinitésimale 6Z(¢) vérifiant (2.2) si et seulement si Z(t) est une
trajectoire réelle. En dérivant (2.3) on obtient la variation de la vitesse

i i D
0" =" — 1" = E&E ou 0d = dé (2.4)
(Popérateur de variation 6 commute avec 'opérateur de différentiation). La
variation de l'action s’écrit (somme implicite sur i; I'opérateur 6 commute
avec l'intégration sur t)

68 = S[E'(t)] — S[E(t)] = /t : (gﬁ o' + %w) dt. (2.5)

On obtient (utiliser (2.4) et intégrer par parties compte tenu de (2.2))

(9L dOL\ ., 288 o

t1 z

en introduisant la dérivée fonctionnelle (ou dérivée d’Euler-Lagrange)

5§ 0L d dL

— = - — 2.7
dxt  Ox* dt Oi* 27)
Pour que 65 = 0 quelles que soient les variations dx?, il faut que o 0,
T
soit
oL d JL
% d5a (équations d’Euler-Lagrange). (2.8)

Ces équations d’Euler-Lagrange sont les équations du mouvement. Nous
définirons le moment canonique conjugué I1 = (II*, 112, II%) de z' par

. 0L . B - 0L
HZ = %, (Z = 1, 2, 3) noté II = ﬁ (29)
Nota : En écriture covariante on a II; = — o avec I’ = —I1;.
T

Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent en fonction du moment cano-
nique conjugué
dIr’ oL
dt — Oxt’
Dans le cas du mouvement non relativiste d’une charge ¢ dans un
champ électrique E de potentiel ¢(Z), le lagrangien a la forme

(2.10)

1
Lyg = 5mv2 — q¢(7) + Cte, (2.11)

2. S n’est pas toujours un minimum.
3. Leonhard Euler (1707-1783)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html
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les équations d’Euler-Lagrange donnent les équations de Newton

agzb ,
t = =qE" 2.12
mi' = —qz 5 =4 ( )

et le moment canonique conjugué de Z est la quantité de mouvement I =

—

P=mV de la particule.

2.1.2 Particule matérielle relativiste libre (en champ nul)

Afin que les équations qui résultent de 65 = 0 aient la méme forme dans
tout référentiel d’inertie, S doit étre un invariant scalaire. L’action le long
d’une trajectoire, correspondant & une ligne d’univers M(t) de la particule
paramétrée par le temps dans K, est la somme des actions infinitésimales
Ldt qui doivent étre chacune un invariant scalaire. L’invariant scalaire infi-
nitésimal Ldt est associé au déplacement infinitésimal W le long de la ligne
d’univers. Mais les seuls scalaires infiniment petits d’ordre un qu’on puisse
former avec le déplacement m d’une particule libre sont ads (a est une

constante, ds? = dM-dM I'intervalle). Nous avons donc (cf. équation (1.46))

V2
Ldt = ads = acy[1 — —dt. (2.13)
c

. . V2 & .
Dans la limite non relativiste V < ¢, 4/1 - — =1— 502 + --+. On choisit
c C
a = —mec pour retrouver le lagrangien non relativiste d’une particule libre

1
Long = §mV2 + Cte. L’action d’une particule matérielle libre est donc

to to V2
S = —mc/ ds = —mc / l——dt (2.14)
t C

1

et le lagrangien

2
2 1V (2.15)

L=—mc
2

Le moment canonique conjugué de & est la quantité de mouvement de la
particule
. JL mV

P="=—_ (2.16)
ov V2

d
et les équations d’Fuler-Lagrange donnent i 0. La particule a un mou-

vement rectiligne uniforme. Dans un référentiel ol la particule est immobile,

I'intégrale
t2 V2
ds = / 1 — — cdt, (2.17)
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pour les trajectoires virtuelles telles que Z(t1) = #(t2), est maximum lorsque
la vitesse V est nulle & tout moment, c’est a dire pour la trajectoire réelle
(particule fixe). L’action, qui est —me fois cette intégrale, est donc minimum
pour la trajectoire réelle.

2.1.3 Particule relativiste dans un champ électromagnétique
extérieur

Détermi_nc)ms I’action infinitésimale Ldt pendant le déplacement infi-
nitésimal dM = tudr (@ quadrivitesse, dr temps propre). Comme c’est un
invariant, utilisons pour cela un référentiel comobile avec la particule (cf.
section 1.6). La particule est alors non relativiste et la force magnétique
est négligeable (particule presque au repos). L’action infinitésimale Ldt doit
alors prendre la forme non relativiste L ygdt ou Ly g est le lagrangien (2.11).

S —
Le terme d’interaction est —qodt = —qA - dM = —qA, dz", récrit de facon
covariante en utilisant le quadripotentiel A= (9,11) et le déplacement
c
dM = (dzt) = (edt, 0,0,0) dans le référentiel comobile.
Nous obtenons l’action pour une charge dans un champ électromagné-

tique extérieur en ajoutant cette interaction a ’action (2.14) d’une particule
libre :

to
S = (—meds — qA,dxt) (2.18)

t1

Dzinsqun référentiel quelconque, —qA,dz" = —qodt + q/f -dT = (—qo¢ +
gA - V)dt, et le lagrangien s’écrit comme la somme du lagrangien Lg de la
particule libre et du lagrangien d’interaction Ljp

V2 S
‘L:Lo—i-Lint, Loz—m02 1—6—2, Ling = —qp+qA-V.
(2.19)
Le moment canonique conjugué de &,
— 8[/ ‘7 - — —
=22 ™Y L A=PigA, (2.20)
ov V2
1-—
c

est différent de la quantité de mouvement de la particule P. L’équation
d’Euler-Lagrange est, sous forme vectorielle,

= (p+qA) = 5= = Vo +qV(A-V). (2.21)
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—

: - o . = 0
Noter que la vitesse V est une constante vis-a-vis de 'opérateur V = Frs
i

o d oz dA 04 | o o o
La dérivée aA(x(t),t) se calcule par Ty +(V-V)A:
dP 94 LoL o . . .
ar + QE +q(V-V)A=—qVop+qV(A-V). (2.22)

dP

ar _ 2.9
ik’ (2.23)

(—W)—%) + VA (VA A

Cette expression redonne bien la loi du mouvement (1.130) en utilisant les
expressions (1.10) des champs en fonction des potentiels:

C;—Jj:q@ﬂhé). (2.24)

Une démonstration covariante de ce résultat est donnée page 54, exemple 4.
Dans la transformation de jauge (1.11), le lagrangien devient

L—>L’=L+q%—f+qV'V¢=L+qcﬁl—f- (2.25)

Comme L et L' different d’une dérivée totale par rapport au temps, 5o
x

/
5ot et les équations d’Euler-Lagrange restent inchangées.
x

2.1.4 Hamiltonien

3
L’hamiltonien? H = Z i — L =

=1

vV I V2 Lo 2
LSSy 7 —me\[1— = —qp+qA-V - M L
V2 C V2

(2.26)
doit étre écrit en fonction de Il et Z au lieu de V' et . Pour cela on peut

remarquer que la quadriimpulsion de la particule est, posant @ = <—, 1:I>,

4. Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hamilton.html
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La relation ¢?p-p = (H — q¢)? — ¢? (ﬁ — q/f)2 = m2c* donne ’hamiltonien

H= \/02(ﬁ — qA)2 + m2ct + qo. (2.28)

Les équations du mouvement se retrouvent par les équations de Hamilton

OH .,  OH ., .
o =4 g =1L (i=1,2.3). (2.29)

2.2 Corde classique a une dimension

2.2.1 Lagrangien

Nous considérons un systeme de masses ponctuelles reliées par des res-
sorts (cf. figure 2.2), puis nous faisons tendre le nombre de masses vers l'in-
fini, la distance entre masses vers zéro de sorte qu’on tende vers un systeme
continu de densité et élasticité uniformes. Nous aurons ainsi un exemple de
lagrangien décrivant un champ.

< @ > chaine a
: 1—+1 7 i + 1 Déquilibre
i—1 i i+l
it tas i .+ chalne en
izl 1ditl pouvement
- e e

Le déplacement de la i®me masse est ¢;(t). La constante de rappel de
chaque ressort est K. Les énergies cinétique et potentielle sont

1 .2 1 2
T:§zi:mqi, Uzazi:K(qu—qi) . (2.30)

On considere la limite continue dans laquelle la distance a entre les masses
a I’équilibre tend vers 0:
m

a— 0, — — u (masse par unité de longueur),
a

Ka — Y (module de Young). (2.31)

Les variables ¢;(t) deviennent un champ continu ¢(x,t) (z abscisse de la
masse i au repos). On remplace

dq(x,t i1 — G dq(x,t
¢; par a ), Za par /d:v et Git1 — 9 par 4 )
i

ot a ox
(2.32)

FI1G. 2.2 — Chaine d’oscilla-

teurs couplés.
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Les énergies cinétique et potentielle deviennent

1 8q2 1 8q2

Le lagrangien est

dg g\ 1 (0q\* 1 (9q)
L=T-U= d ) D =) -2y =
v / vLoou E<8t’8x> 2“(&: 2" \ oz
(2.34)
est la densité lagrangienne. Pour une corde infinie, 'intégrale est sur toute la

0
droite réelle et on suppose que le champ ¢(x,t) et sa dérivée g s’annulent

a l'infini. Pour une corde finie de longueur ¢, l'intégrale est sur [0, ¢] et on
peut supposer des conditions aux limites périodiques (la corde forme une

boucle)
9q 9q

q(0,t) = q(¢,t) et —(0,t) = o

- =y (2.35)

L’action est dans ce dernier cas S = fttf dt foe dx L. On effectue une variation
0q(z,t) du champ telle que

dq(z,t1) = 0q(z,t2) =0 et 0q(0,t) = 0q(¥,t). (2.36)

La variation de I'action 0.5 est (bornes d’intégrations omises)

oL dq

08 = / —l—a (9q 583:
ox
/ [ 0q 9dq 0q 0dq

el 833} dzdt. (2.37)

dxdt

On a utilisé la commutation de I'opérateur de variation § et des dérivées
partielles (comparer & (2.4)). On intégre par parties chaque terme ; les termes
tout intégrés disparaissent avec les conditions aux limites (2.35) et (2.36)

0%q
Le principe de moindre action 65 = 0 quel que soit d¢ conduit & I’équation
des ondes dans la corde

(2.39)

1 9%¢ 82q_0 . Y
S S ol v=4]—.
1
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2.2.2 Hamiltonien

Pour la chaine discrete, le moment conjugué de q; est p; = mg; et I’ha-
miltonien est

2
H:T+U:Z%+U. (2.40)

Dans la limite continue, bi _ ng; tend vers
a

m(x,t) = u%(w, t) (impulsion par unité de longueur) (2.41)
et ’hamiltonien vers
. dq 1 5 1 dq 2
H=[d WY 2y (A 9.42
/ xH ou H<7r, 8:16) 2M7T +3 <8m (2.42)

est la densité hamiltonienne. Le passage direct de la densité lagrangienne

L @, @ a la densité hamiltonienne se fait en introduisant
ot’ ox
oL . , .
m(x,t) = 0 (moment conjugué de q), (2.43)
q

ce qui redonne (2.41), et en formant

H=qgr—L (2.44)

0
qui, exprimé en fonction de 7 et a—q, redonne (2.42).
x

2.3 Equations d’Euler-Lagrange pour un champ
continu

Nous considérons un champ sur ’espace-temps £ décrit, dans un réfé-
rentiel K, par N composantes réelles

ou(@,1) = dp(a”)  (k=1,..., N). (2.45)

L’exemple précédent correspondait a N = 1 et le champ était défini sur
un espace-temps a 2D (¢1(z,t) = g(x,t)). On a maintenant une densité la-
grangienne L (¢, 0,¢k, ") qui est une fonction explicite de ¢y, des dérivées

Oudr = 8—332 et des coordonnées x* du point M. Cela généralise 1’exemple

dq O
précédent ou la densité L <8_3’ 8_q> ne dépendait pas du champ ¢(z,t). Le
x

lagrangien est (intégrale dans tout ’espace tridimensionnel)

L= [ Lo duona") s (2.46)
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et I'action
to

1
S— [ La- E/ £ (64, Budr at) d'z. (2.47)
t1
Nous intégrerons dans tout ’espace-temps & (cela correspond a prendre
t; — —o0, tg — 00). Nous imposons que la densité lagrangienne £ soit un
scalaire de Lorentz de sorte que I’action S soit bien un invariant scalaire (cf.
section 1.13). La variation de l'action §S pour une variation d¢j du champ
s’écrit . or or
6S = —/ [—5@; + 00 gzbk] d*z. (2.48)
c Oy, 0(0, k) s
Rappel: il y a sommation sur les indices répétés k et . Nous supposons que
le champ ¢, sa variation d¢p et leurs dérivées s’annulent dans toutes les
directions a l'infini de £. On écrit 60,0 = 0,0¢;, et on integre par parties

en utilisant ’équation (1.106), avec f = oL et g = d¢;,. On obtient
a(au¢k)
08 0S 1 /0L oL
68 :/ —0¢ppd*x o =~ ( - > 2.49
5n son ~ e \ooy ~ Mouen) G

est la dérivée fonctionnelle. Pour que 65 = 0 quelles que soient les variations

¢y, il faut que % = 0, soit

k
oL oL
-0 =0. 2.50

R I (2:50)
Ces N équations (pour k = 1, ..., N) sont les équations du mouvement
(équations d’Euler-Lagrange pour un champ).

Le moment conjugué de ¢y est le champ
oL 1 oL
Ty, (2V) = —— = — 2.51

et la densité hamiltonienne (densité d’énergie)

N N
H(aj‘”) = Z ékﬂ'zﬁk — L= Zc(aoqbk) T — L. (2.52)

k=1 k=1

2.4 Lagrangien du champ électromagnétique

Considérons le champ électromagnétique pour un mouvement donné des
particules (on se donne le quadricourant j*(z")). Nous voulons le décrire
avec une densité lagrangienne invariante £ = Lcphamp + Ling telle que les
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équations d’Euler-Lagrange (2.50) redonnent les équations de Maxwell. Le
terme Lchamp décrit le champ libre (sans particules) et Liy; est un terme
d’interaction champ-particules que nous allons choisir pour retrouver le la-
grangien d’interaction (2.19) dans le cas d’une particule. Pour une particule
de charge ¢ située en R(t) et de vitesse V(¢) & Dinstant ¢, le lagrangien
d’interaction (2.19) s’écrit

—

L = —qo(B(t).t) +qA(R®).t) - V(1) =
/ BB [—qé(?’) (f - Fz(t)) &(Z,1) + gV (£)6® (f - Fz(t)) Az, t)}
_ / P [o@.0)0(@.1) — J(@.1) - A1) = - / Bt A, (2.53)

en introduisant le quadricourant (cf. équation (1.5)) de la particule. Cela
conduit a poser

Ling = =" A, = —pp+J- A (2.54)

pour la densité lagrangienne d’interaction. Comme L;,; s’écrit en fonc-
tion du quadripotentiel, nous allons décrire le champ électromagnétique par
le quadripotentiel A, plutét que par le tenseur F),,. Nous déterminons le
tenseur F),, par la relation F,, = 0,4, — 0, A,. L’équation 0, xF"" = 0 est
alors automatiquement vérifiée (cf. propriété (1.138) de la section 1.16). Les
équations d’Euler-Lagrange, qui s’écrivent ici (¢ — A,)

oL oL

A, O 9(9,A,)

=0, (2.55)

doivent nous donner I'équation 9, F'*” = g j¥. Comme

OLint . OLint
o4, — 7 % 90,4) (2:56)
nous pouvons chercher £cpamp qui vérifie
8£champ aﬁchamp 1
— =0 t — = —— ", 2.57
94, 0.4 T o (2.57)

Nous exprimerons la densité Lchamp, qui n’est pas une fonction explicite
des A,, comme fonction explicite des F},, = 0,4, — 0,A,, la rendant par
la invariante de jauge. L’invariance de Lorentz de L pamp restreint les choix
possibles. Nous posons, utilisant une expression quadratique des « vitesses »
DAy,

‘Cchamp = kFaﬁFaﬁ (258)

ou k est une constante & déterminer. Calculons

aFaﬁ 0 [aaAﬁ - aﬁAa] W v ws v
= = Oq - o 2.
50,0 TN Sa85" — 55" (2.59)
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puis

O [FogF8 ap o o
9(0,A,) (0,A,) " 00,4,) T0(0.A,)
= 2[0,105" — 051047 F*P = 2[FM — F"M] = 4FM™ . (2.60)

L’équation (2.58) satisfait a (2.57) pour k = —1/4uy.
La densité lagrangienne du champ libre s’écrit donc

1 1 - L,
r F 8 2 2 B2
champ — 4M af “ 2/14062 <E C ) (261)

Le lagrangien total d’un systeme de N particules i =1, ... N et du champ
électromagnétique est

L = Lpart + Lchamp + Lint

v2
Lpart = Z mz 1- 0_2

Lchamp = champ d z

Ly = /ﬁlntd Z.

(2.62)

Les équations d’Euler-Lagrange pour le champ donnent les équations de
Maxwell et celles pour les particules donnent les équations du mouvement
de ces particules. Nous savons que ces équations d’Euler-Lagrange sont in-
variantes de jauge. Vérifions le directement sur le lagrangien. Dans une
transformation de jauge A% — A = A% — 9%, la densité lagrangienne
Lchamp est invariante (comme Fi,g3) et la densité lagrangienne d’interaction
Lint = —j% A, devient

E:nt - jaAa + jaaaw' (263)

Comme

/ja Wt die = —/(aaja)zp d*z =0, (2.64)

pour un courant de quadridivergence nulle (9,j% = 0), action reste in-

changée :
1
/‘Cmt = Z/‘Cint d4$- (265)
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2.5 Fonctionnelle, dérivée fonctionnelle

Une fonctionnelle S[¢] est une loi qui donne un nombre pour chaque
fonction ¢(x) définie sur un espace M) de dimension D. Ce peut étre
laction (2.47), pour D = 4, ¢(z) désignant I'une des composantes ¢ (x) ; ce
peut aussi étre action (2.1), pour D = 1, ¢(z) désignant une des fonctions
x%(t). Dans ces exemples, nous avons introduit, équations (2.6) et (2.49), la
dérivée fonctionnelle & partir de la petite variation d¢(z) de la fonction ¢(z)
en écrivant

dS

08 = 5[0+ d(x)] - Sl9) = | 550~06() dPy+ - (2.66)

ou on ne garde que les termes du premier ordre en d¢(z). La dérivée fonc-

tionnelle 550 dépend de la fonction ¢(z) et du point y € MP): c’est une
fonctionnelle de ¢(z) et une fonction de y. Quelques ezemples :

@ S=[P@d s =20)

() 8= [ ul@o@) s s = auly)s* ()

© $=14(%e) ¢z zis—-At) (D=3

(d) S = ¢(x) j;z—é‘;i = 6P)(z —y) (fonction de Dirac)

(2.67)
Autres définitions équivalentes :
1) L’équation (2.66) s’écrit, pour la variation d¢(z) = ef(z) (e infiniment
petit),

o Sl0(@) + e/ @) = Slo@)) _ [ oS

= x DIL’. .

En prenant pour f(z) la fonction de Dirac f(z) = 6P)(z — y), on obtient

une définition formelle de la dérivée fonctionnelle

50(y)
08 S[o() + P~ y)] - S[o()
0p(y)  e—0 €
_ %S[qﬁ(a:) + D@ —y)| . (2.69)
e=0
Par exemple, pour S[¢(z)] = ¢(x), cela donne
gzg; = % (qb(:r) + 6P (z — y)) ., = 6D (z—y). (2.70)
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2) Divisons l'espace M D) en petits cubes de volume w = €P, le cube 7 étant
centré au point z;. La fonction ¢(x) est définie approximativement en don-
nant la valeur ¢; qu’elle prend a chaque point x;. Une fonctionnelle comme
Slp(z)] = [ u(x)p*(z) dPz est approximativement la fonction ordinaire des
variables ¢;

Sw(...7¢i,¢i+1,...) = Z wuz(bf (271)

avec u; = u(z;). La dérivée fonctionnelle apparait alors comme la limite
w — 0 des dérivées partielles par rapport aux variables discréete ¢; :

= lim — . 2.72
5¢($> :cEWC:boei w 8¢Z ( )
105,

Preuve : Posons 0¢; = do(x;) et F; = La variation de la fonc-

w 0¢;
tion Su(...,Pi, Pit1,-..), 05, = Z%5¢i = ZwFi d¢;, devient, dans

limite w — 0, 'intégrale /F(:z:)&é(a:) dPx avec F(z) = u111—>n10 F;. On ob-
rEcube ¢
tient (2.72) en comparant a (2.66).
I1 résulte de la définition (2.72) que la dérivation fonctionnelle a des
propriétés semblables aux dérivations partielles.
Regles de calculs pratiques
1) Rappelons l'équation (2.70) qui traduit l'indépendance des variables

0p(x) et dp(y) pour = # y et est qui analogue a % = ;5

J

3¢(x)

=Pz —y). 2.73
o =y (273)
2) So0) q;zy) commute avec l'intégration [ dPz (utiliser des noms différents

pour la variable d’intégration x et le point y localisant la variable de déri-
vation ¢(y)).

1)
3 commute avec les dérivées 0,,.
) 5¢(§y) .
4 est une dérivation (au sens mathématique). On a
)5 o) ( que)
(5(A+B): 0A . 0B ’ (5(AB): 0A B+ A 0B ’
do(y) dp(y)  od(y)”  do(y)  b(y) do(y)
df(A) _df A

o)~ dAdaly) etc. (2.74)
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5) Dans une transformation du champ, comme par exemple la transforma-
tion de Fourier® 1(p) = [ e®»®" ¢(x) dPz, on peut considérer S comme une
fonctionnelle de ¢(x) ou de 1(p). On a alors

5[] 05[¢] dp(x) .p . 95 9¢;
so(p) ) So(x) sv(p) o comparera fwz Z 0¢; O
(2.75)
L’intérét de ce formalisme est de permettre d’écrire le principe de moindre
action sans mentionner les équations d’Euler-Lagrange.

Exemples
1) On pouvait obtenir (2.67) (a) avec ces régles par
5¢*(z) dp(z) (D)
500 2¢(x) 5oy) 2¢(x)0" (z — y) (2.76)
0 2 D, _ 3¢ () D, _ (D) D, _
5o | @ ate= [ T dPa = [ 20@) @ - ) dPa = 20(0)
(2.77)
2) Soit le champ ¢(z) sur 'espace-temps € régi par 'action
sl =5 [ |0 @0 - () @] de e

ou la constante k est la pour 'homogénéité. Calculons la dérivée fonction-
nelle

5073 [ ©"6@) @) d's
=5 [ (#5580 @ustan + @t (955D | e
o

39(y)
/ < 5¢Z§> (Ou9(x)) d*z :/ <8ﬂ5(D) (x — y)) (0u0(x)) die

/5<D z — )0 due(x) d*x = —[],6(y)

Avec (2.77), le principe de moindre action = 0 donne I’équation de

58
dp(y)

Klein5-Gordon” d’une particule libre :

(D + (%)3 ¢ =0. (2.79)

5. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
6. Oskar Klein (1894-1977)
7. Walter Gordon (1893-1939)



http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fourier.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Klein_Oskar.html
http://www.math.uni-hamburg.de/math/ign/hh/biogr/gordon.htm
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3) Reprenons l'action S[A,] du champ électromagnétique pour un quadri-
courant donné (on reprend (2.47) avec (2.54) et (2.61)):

/< JYA, ——Fo‘ﬁFa5> d*z. (2.80)

1)
Le calcul de 7S utilise

5Au(?/)
5Ay(x)
0AL(y) =80 )
dF,5(x) dAz(x) dAL(x)

6Au(y) = 0o 6Au(y) % 0A,(y)

1
d / FoPF,5d

— 540,09 (2 — ) — £950W (2 — ),

6AL(Y) 4#0
[P0 (50,69 (@ — y) — 0560 (2~ y)] '
" 20
= = [ P60 - y)d'a
Ho
=~ [ OuF) 6D (@ — y) dte =~ 0, ()
Ho Ho
) / . 4 / . 5141/(33) 4 . . .
t YA, d*r = v d*z = j*(y). Le principe de moindre
M“(y)(;S J S, j"(y)- Le princip
action ——— = 0 redonne bien (1.123) 9,,F"*" = g j*.
514“(2/) ( ) H Ko J
4) Les variations §.5, d¢(x), . .. se manipulent comme des différentielles et ont

des propriétés correspondant aux regles précédentes de calculs pratiques de
la dérivation fonctionnelle. Appliquons ces manipulations de différentiation
fonctionnelle pour écrire le principe de moindre action d’une charge dans
un champ électromagnétique extérieur. L’action (2.18) est une fonctionnelle
des z#(t):
to
Slat] = / (—meds — qA,dx") . (2.81)
t1

Pour simplifier, on note dz, au lieu de éx,(t). La différentiation fonction-

“w
nelle de ds? = dztdx, donne dsdds = dx'déx,. D'oun dds = %ddwu.
to
On a 04, = (0,A,)d2", oda" = dozt, 65 = 9 [—mcds — qA,dx"] =

t1
to

to
/ [—mut'ddx,, —q(0" Ay)dx,da” — qAFdox,) = / [mdut —q(0" Ay)dx” +
t t
q(ldA“)]éacu. Avec dA* = (0, A*)dz?, on obtient : 1

to
5S[zP] = / [mdut — q(0" A, — 0, A")dz"] dx,,.

t1
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Le principe de moindre action §S[z”] = 0 donne mdu* = qF*,dz", ce
qui apres division par dr est la forme covariante (1.135) de I’équation du

mouvement :
—u“ = FMVU (2 82)
m = . .
l q v



Fic. 3.1 — Elément de sur-

face.

FIG. 3.2 — Elément d’hyper-

surface.
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3

Tenseur énergie-impulsion

3.1 Intégrales sur une hypersurface

3.1.1 Flux d’un quadrivecteur

L’élément de surface dans ’espace a 3 dimensions est un parallélogramme
— —
défini par 2 vecteurs infinitésimaux de la surface dr et dr’ (cf. figure 3.1).
—
Le vecteur dS est défini par (le signe est fixé par 'orientation de la surface)

dS = +dr Ndr'  ou  dS' = Le*dridr’”. (3.1)

Le flux d’'un vecteur A a travers une surface orientable S dans espace a
3 dimensions est la somme des flux élémentaires & travers les éléments de
surface dS :

@:/A’-dfﬁ. (3.2)
S

La définition (3.2) se généralise a l'espace-temps €. L’élément d’hyper-

surface dans I'espace-temps & 4 dimensions est un parallélépipede défini par
- = —

3 quadrivecteurs infinitésimaux de la surface dr, dr’ et dr” (cf. figure 3.2).

—
Le quadrivecteur dS, orthogonal a la surface est défini par (le signe est fixé
par Porientation de 'hypersurface)

dSH = +etP? dr,dr),dr]). (3.3)

Le flux d’un quadrivecteur @ a travers une hypersurface orientable S dans
—

I’espace & 4 dimensions £ est la somme des flux élémentaires @ - dS a travers

les éléments d’hypersurface d.S :

-
o= / @-ds = / a,dS". (3.4)
S S

D’apres la définition, ® est un invariant scalaire. Pour I'hyperplan 2° =

ctp on peut prendre

dr = erdat, dr' = &yda?, '’ = &3da’ (3.5)
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ot 73 2;.3 3
dS = +éyde'dr’da® = +épd’z. (3.6)

Cela donne pour le flux du quadrivecteur 'intégrale spatiale de la compo-
sante temporelle du quadrivecteur a l'instant tg:

b=t / ao(7 10) 2. (3.7)

3.1.2 Théoréme de Gauss

Le théoréme de Gauss & 3 dimensions
/ V. Ad's — / A.ds= [ aigs, (3.8)
Q o0 o0

se généralise aux intégrales de ’espace temps:

/8ua“d4:13:/ atds,,. (3.9)
Q l9)

Le bord du volume quadridimensionnel €2 est ’hypersurface Q2. On oriente
—
0%} de sorte que dS soit a 'extérieur de €.

3.1.3 Quadrivecteur de quadridivergence nulle

Soit @(7,t) un champ de quadrivecteur, localisé dans le volume spatial
V (d(r,t) = 0 pour 7 ¢ V), de quadridivergence nulle (0,a" = 0). Le flux
sortant (3.9) est nul.

20 localisation 20 20 hyperplan
de @ 0 _ 4
x" = cty
ctyr il
ZT
Q
ctot
a ol Clat 2l
O ' o -
—_— —_——
v v
Fic. 3.4. Fiac. 3.5.

Exprimons le flux sortant du volume quadridimensionnel Q = [ct,, ctp] X
V de la figure 3.4. On obtient, en étendant les intégrales a tout I'espace

/ (7, to)dz = / (. 1,)dz. (3.10)

Pour le quadricourant 7, qui vérifie 'équation de continuité 9,j7* = 0, le
résultat (3.10) est la conservation de la charge [ p(7,t)d3z.

(9]

ds
%

F1c. 3.3 — Hypervolume Q et
hypersurface 9S2.

F1G. 3.4 — Conservation de
Q.

F1c. 3.5 — Invariance de Q.
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Exprimons maintenant le flux sortant du volume € de la figure 3.5. Le
volume quadridimensionnel € est Uintersection de [—oo, + oo] x V et des
demi-espaces ¥ > ct, et 20 < cty ot 2’0 est la coordonnée temporelle du
référentiel K'. On utilise les deux référentiels d’inertie K et K’ correspondant
a la figure 1.3. Pour calculer le flux sortant de I’hypersurface 20 = cty on
utilise 'invariance du flux (3.4). On lécrit dans K’ o™ étant étant donné
par I’équation (1.56). On obtient, en étendant les intégrales a tout l’espace,

/aO(F, to)d3x = /a’O(F',tg)d?’x’. (3.11)
Pour le quadricourant j, c’est 'invariance de la charge
/p(F,t)d?’a: = /p’(F',t’)d?’a:'.

Regroupant (3.10) et (3.11), on a obtenu:

si a*(z") est un champ de quadrivecteur vérifiant d,a* = 0, alors

Q= 1/ao >z (3.12)

C

est un scalaire invariant conservé.

On généralise a un champ de tenseur T*” tel que 9, 7" = 0. Posons

1
P’ = - / Tz, (3.13)
c
En appliquant (3.12) au champ de quadrivecteur a* = T"" f,,, ol f, est une
1-forme arbitraire, on obtient que p” f,, est un invariant scalaire conservé, et
donc que p¥ est un quadrivecteur indépendant du temps.
De méme, pour un champ de tenseur M#* tel que 9, M**P = 0,

1
LV == / M3y (3.14)
C

est un tenseur indépendant du temps.

3.2 Tenseur énergie-impulsion

3.2.1 Interprétation physique des composantes

Considérons un systeme isolé formé de N particules ponctuelles a = 1,
... N; la particule a, de masse m, et de charge q,, se trouve en Z,(t). Le
champ électromagnétique créé par ces particules est inclus dans le systeme.
Nous voulons exprimer dans le formalisme relativiste les lois de conservation
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de I’énergie W, de la quantité de mouvement P et du moment cinétique L du
. . L, W 5 . .
systeme. La quadriimpulsion p = p* = | —, P | du systéme est conservée.
c
Nous voulons donc ’écrire sous la forme (3.13)

1
p=- / Tz (3.15)

ou TH est un champ de tenseur (tenseur énergie-impulsion) tel que
0,T" = 0. (3.16)

Les propriétés d’invariance et de conservation de p’ seront alors automati-
quement vérifiées.

Remarquons que les seules équations (3.15) et (3.16) laissent encore beau-
coup de latitude dans le choix de T#”. Ainsi, partant d’un 7" vérifiant (3.15)
et (3.16) le tenseur

TH 4 0P (3.17)

o YPH est un tenseur antisymétrique sur les deux premiers indices (P*” =
— PV, vérifie également (3.15) et (3.16).

Examinons les propriétés physiques souhaitables de T, pour réduire
les choix possibles. Postulons que AW = TP¢3z et AP de composantes
AP = TY%d32/c sont Iénergie et la quantité de mouvement du volume
élémentaire d3z. Autrement dit on a U'interprétation

T =y, «—— densité d’énergie du systéme

T% = cgé «—— densité gs de quantité de mouvement du systéme.

(3.18)
Le moment cinétique du systeme par rapport a O est alors
L= /F/\ AP = /m G dx (3.19)
et la position du centre d’énergie du systeme est
X = i/ FAW = / FT% @3z (3.20)
w w ’ ‘
Posons
1 1
LM == / (T — 2" T%) d*x = — / MO Py (3.21)
c c
ou

MPH = (ghTP” — g/ TPHY . (3.22)
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Ici, x* désigne les composantes du quadrivecteur (W qui joint 'origine au
point d’intégration. MPH*” est alors un tenseur. Le tenseur antisymétrique
LM contient le moment cinétique (L' = L?*, L? = L3 et L? = L'2). Les
composantes supplémentaires sont

, , 1 , W .
L=t / T &z — - / 2TV = — (Vit — X') (3.23)
c c
. 2Pt .
en posant V' = S (V est la vitesse du systéeme dans son ensemble; elle

est reliée a la quantité de mouvement totale P et a I’énergie totale W par
. R .
la méme relation P = —V que pour une particule). Le tenseur LM est

conservé. Comparant a (3.14), on souhaite donc que 9,M** = 0, soit

(Opt) TP 4 2H (0,TP") — (0px”) TP* — 2¥ (0,T7") =0 (3.24)
—— —— N — N—_——
Sh 0 5,v 0
ou
T =T"" (le tenseur énergie-impulsion est symétrique).  (3.25)
La densité d’énergie us = T vérifie 'équation de continuité (autre

écriture de 9,70 = 0)

‘95;5 — V.8, =-0;87 on Si=cr (3.26)

07

La densité gi, = de quantité de mouvement vérifie I’équation de conti-

nuité (autre écriture de 9,7 = 0)
dg.
ot

= —9,T%". (3.27)

L’énergie Wq, la quantité de mouvement P et moment cinétique Lo d’un
volume tridimensionnel ) sont respectivement

Wgz/usd?’x, ﬁgz/ﬁsdgm et EQ:/FA§Sd3x. (3.28)
Q Q Q

Calculons leurs dérivées par rapport a t. On a, en utilisant le théoreme de
Gauss (3.8),

%: auS / v / S, - ds (3.29)
dt 90

dP; ) }
0 / 09% g3, / 0, T i3z = — / Tiids;. (3.30)
Q oN

et
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Introduisons le tenseur o7¢ = —T7 et la force infinitésimale 3
df* = —T7'dS; = 07'dS,;. (3.31)
Pour la dérivée de la composante L}l de EQ, on a

dL}
Q :/80M023d3x:_/akMkQ?)d?)x:_/ Mk23d5k
dt 0 Q o0

= /m (20" — a?0*?) sy, = /8 (@ —abdf?) = /a A af). (3:32)

Vectoriellement,

o _ [T e dL—Q:/ 7 A df (3.33)
dt o9 dt o0
expriment que les forces agissant sur le volume {2 sont équivalentes au
systeme des forces surfaciques 3
La figure 3.6 donne l’analogie avec le tenseur des contraintes /¢ d’un
fluide. Le vecteur CTS’ est orienté vers 'extérieur du volume €2. La force ﬂ
agissant sur I’élément de surface dS est donné par

dft = ajide = (—pdi; + U,ji)dsj- (3.34)

.. — —
Pour ¢"7" = 0 (pas de viscosité), la force df est la force de pression —pdS.
En présence de viscosité, df n’est pas perpendiculaire a la surface.
On peut compléter 'interprétation (3.18) des composantes de TH" :

T — Zs +«—— courant d’énergie Sy du systeme

TV = —gY «+— courant de quantité de mouvement du systéme

tenseur des contraintes o%/

(3.35)
et écrire sous forme matricielle :
Ug ‘ cGs
T = = . . 3.36
Ss/c —o" (3-36)

S, = 2, (3.37)

Q

F1G. 3.6 — Tenseur des

contraintes ¢7* d’un fluide.
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entre le courant d’énergie S, et la densité gs de quantité de mouvement du
systeme.

On remarquera ’analogie formelle entre le quadricourant j# et le tenseur
énergie-impulsion T*”. Les propriétés (3.18), (3.35) et (3.36) sont analogues
aux propriétés bien connues:

j%=pc «—— densité de charge p (3.38)

ji — J' «— densité de courant J

i = . (3.39)

3.2.2 Décomposition T = T}" + T*"

art champ

Une autre propriété physique souhaitable est I'additivité de 1’énergie et
de la quantité de mouvement. Ainsi nous postulons que la quadriimpulsion
p du systeme est la somme

N
p= ﬁpart + ﬁchamp avec ﬁpart = Zﬁm (3-40)
a=1

ol Py = Mgl (resp. i,) est la quadriimpulsion (resp. quadrivitesse) de
la particule a et Pchamp la quadriimpulsion du champ. Le tenseur énergie-
impulsion T*” du systeme se décompose de méme en

N
T =The +Th o avec  Thi = > T, (3.41)
a=1

\ ’ . . . v 70N .
ol le tenseur énergie-impulsion 74" est associé a la particule a et le tenseur

énergie-impulsion Tc’fl'/amp au champ.

3.2.3 Tenseur énergie-impulsion d’une particule

Nous allons déterminer, dans un référentiel K, le tenseur énergie-impul-
sion T¢" de la particule a par la condition

/ Tg”d?’m _ { cpl si la particule est dans le volume {2 (3.42)
Q

0 si la particule n’est pas dans €.
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Cette condition donne
TV = epl 6B (7 — Z,(t)). (3.43)

Procédons comme dans la section 1.7, ol on a utilisé un référentiel K’ co-
mobile avec la particule. La masse volumique

pa(M) = pa (7, 1) = mad® (7 — Za(t)) (3.44)

dans le référentiel K est liée a la masse volumique pq0 dans le référentiel K’
par
ta(M) = Yptao(M). (3.45)
analogue a ’équation (1.52). Dans le référentiel comobile, le tenseur énergie-
impulsion T}" s’écrit
,uaOC2
0
0

0

T =

a

(3.46)

o o o O

0
0
0
0

o O o O

puisque la quantité de mouvement, les courants d’énergie et de quantité de
mouvement sont nuls. Une écriture covariante de ce tenseur est

‘ TH = pgoubu,,. (3.47)

dz"
Dans K, utilisant (3.44), (3.45) et u}, = ’y%, cette expression donne

"
T = T050) (7 — &, () Jutul = mau6® (7 — fa(t))%“, (3.48)
Y
soit
v v B)(m_ = dibg
18" = pa(t)0™ (7 = Za(t)) — = (1), (3.49)

dont les composantes T sont bien (3.43). Le tenseur énergie-impulsion 7"
est bien symétrique, d’apres la forme (3.47).

Lorsque la particule interagit avec le champ, sa quadriimpulsion varie
et n’est pas conservée. On s’attend donc a ce que 8MT$‘ ¥ £ 0. Calculons sa
valeur. Additionnons la dérivée de (3.43),

dp” dzt 0
ov _ Ma Bz _ = o v*Pa Bz _ =
00T, 7 0N — Zo(t)) — pb 7 8xi5 (7 — Za()), (3.50)
et celles de (3.49), pour p = 1,
o = pr e 9 5o 7 _ 7. 0)). (3.51)

dt Ozt



64 3. TENSEUR ENERGIE-IMPULSION

Cela donne, en utilisant I’équation du mouvement (1.135)

dp? dz?
a — aFya g — aFVa a )
dr 9 Ya =4 dr
dp” dx? dx?
w _ “a Bz = —_ v a Bz _ = _ v a
0,T} it OVNF —Zo(t) = F¥ i G0\ (T — Zy(t)) = F Upa—dt

= F",j7 (3.52)

ol pa (7, 1) = qa0®) (F— Z4(t)) est la densité de charge de la particule a et 7,
le quadricourant associé.

3.2.4 Tenseur énergie-impulsion des particules

Le tenseur énergie-impulsion des particules est la somme

dzt

T = ST = YA (- R TR0, (359)
a a
D’apres (3.52), il vérifie ’équation
8“T5:rt =F",5" =h". (3.54)
Explicitement, le quadrivecteur h” est
- E-J - - =
MzF%szQMz( CME+JAB>. (3.55)

La quadriimpulsion p; des particules n’est pas conservée en général :
part

dt part

= /Fgfﬁxzfﬁw%. (3.56)

Remarquer que l'intégrale spatiale du quadrivecteur h” ne donne pas un
quadrivecteur au contraire de l'intégrale (3.13). Le vecteur h s’interprete
comme la densité volumique des forces agissant sur les particules, tandis
que ch? est le travail accompli par les forces agissant sur les particules par
unité de volume et de temps.

dp¥ '
Ppart /%ngrt Br = /aHTMV B [car /aiTS;rt A3z = 0]

v . . .,
La trace du tenseur T;art s’exprime en fonction de la densité de masse

au repos fig = Y, [ao du systeme:

Tr Tpart = gul/T;;;‘t = Z T#u = Z Naouguau = Z NaOC2 = NOC2' (357)
a a a
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3.2.5 Tenseur énergie-impulsion du champ

4 . J o uv 5 .
Nous allons déterminer un tenseur symétrique TChamp s’exprimant seule-

ment en fonction du tenseur du champ électromagnétique F),, et vérifiant
I’équation

aMTc;fll;mp = _prjp' (358)
La condition 9, T"" = 9,T %Vrt + a“TC’g’;mp = 0 sera alors remplie. Portons
I'équation de Maxwell j¥ = —0,F"? dans h¥ = F",j” et essayons de former
Ho
une quadridivergence.
1 1
" = %F”p (OuFM7) = o [0 (Y ) — FHP (0 F" )] - (3.59)

I1 faut transformer le dernier terme:

1 1
F, (O"F"P) = EFM,O"F”'O + EFPHG“F’”’ [antisymétrie de FH |

1
= §Fup (OMF"P + 0P FH) [échange de p et p au second terme |

1
= _§Fup (0VFPH) [équation de Maxwell (1.126)]
1

1 1
= S Fpo (0P F7) = 20" (FpaF") = 20, (9" Fpa F") . (360)

Portant dans (3.59), on a

1 1
hY = ——0, F“pF”” + —g‘“’Fng”" . (3.61)
Ho 4
Le tenseur
1 1
Téﬁ;mp = —0 [F”pFW + Zg’“’Fngp"] (3.62)

vérifie (3.58), est symétrique et dépend seulement du champ électromagné-
tique. C’est le tenseur énergie-impulsion du champ.

3.2.6 Composantes de T-”

champ

Ecrivons les composantes du tenseur 747  de facon analogue & (3.36) :

champ

U ‘ cq

[ — o .
Tchamp - S/C _T(Z]jw) . (363)
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Explicitant F* dans (3.62) on obtient

€0 2 2 2
u = E(E + ¢’ B?) (3.64)
7 = eEANB (3.65)
- 1 = =
S = —EAB (3.66)
Ho
. o PR
T3y = e |E'E 4B Bl - 55 (E* + *B?) (3.67)

Les interprétation physique des composantes du tenseur T C‘ﬁ;mp sont ana-
logues a (3.18) et (3.35):

Tcol?amp =u «<— densité d’énergie électromagnétique
Tcolfamp =cg' «— densité § de quantité de mouvement du champ
20 Sl . 10
Tohamp = — vecteur de Poynting* S
ngamp = —Tg/]) «—— tenseur des contraintes de Maxwell T(Zg/[).
(3.68)
La symétrie du tenseur implique la relation
S =3 (3.69)

La trace du tenseur Téﬁ;mp est nulle (masse des photons nulle) :

1 1
Tr Tehamp = G T iammp = m Fyp P o 20", Fpg FP7| = 0. (3.70)

En récrivant I’équation (3.58)

9 TH = —hY (3.71)

champ —

avec les notations (3.63), on obtient le théoreme de Poynting. La composante

v = 0 donne 5
8—?+€-§:—fﬁ (3.72)

(forme locale de la conservation de I’énergie). La composante v = i donne

8gi 0 i
ot~ By L)

(forme locale de la conservation de 'impulsion).

= —(pE + J A BY (3.73)

1. John Henry Poynting (1852-1914)


http://www.ee.umd.edu/~taylor/frame6.htm
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Les équations (3.29) et (3.30), donnant les dérivées de I’énergie totale Wq
(champ et particules) et de la quantité de mouvement totale ]39 d’un volume
tridimensionnel §2, s’écrivent, dans le cas ou les particules ne traversent pas
la surface 9Q (T v équation (3.53), est alors nul sur 992),

part>
AW, .
79 = - aQS-dS (3.74)
dP}
0 _ /8 Thds; (3.75)

La force infinitésimale (3.31) appliquée sur I’élément de surface dS s’exprime
par

df' =T}y dS; (3.76)

ce qui justifie le nom (tenseur des contraintes de Maxwell) donné a T( M)

Exercice 3.1. Calculer df lorsque 02 est la surface d’un conducteur, E est
perpendiculaire & la surface et B = 0.

3.2.7 Tenseur énergie-impulsion canonique

La formulation lagrangienne de la mécanique permet de faire le lien
entre les lois de conservation (énergie, impulsion, moment cinétique) et les
symétries du systéme (respectivement uniformité du temps, homogénéité et
isotropie de l'espace). Ainsi, on peut établir la conservation de 1’énergie du
systeme décrit par un lagrangien L(x,z) ne dépendant pas explicitement
du temps de la facon suivante. On porte dans L(z,#) une solution x(t)

L . L
des équations d’Euler-Lagrange (2.8) et on forme — = 0 T+ a—x On
dt 0z" " i
remplace — par 49L our obtenir
PR 02 P os P
dL doL|. OL. d |0L,
i [a%} Tttt [%4 : (3.77)

dH
On en déduit la conservation de I’énergie v 0 ou H est ’hamiltonien

oL
H=—&t—-L=pz—L. 3.78
5 p (3.78)
Procédons de facon analogue pour un systeme décrit par la densité la-
grangienne L (¢, 0,,¢1) ne dépendant pas explicitement des coordonnées de
I’espace-temps &.
Soit donc une solution ¢y, des équations d’Euler-Lagrange (2.50). On a

oL oL
O L = ="0,bp + ——
" 8(0u0r)

5o 0,0, (3.79)
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L oL
On utilise (2.50) pour remplacer — par 0, ————:
(2:50) Py, " 0(0utr)
oL oL
oL =10y=————|0vr + =30, [0, 3.80
95ty | 00+ a0 B (3.50)
ou ar
0.9" L =0 [78” } 3.81
/.lg 172 8(8ﬂ¢k> qbk ( )
Pour le champ électromagnétique libre (cas j* = 0), cette équation
conduit a l'introduction du tenseur énergie-impulsion canonique
8LC am
p . Z=chamb gy pp 9" Lehamp- (3.82)

can — 8(8MAP)

La densité lagrangienne Lpamp étant un invariant scalaire, 7T hon est bien un
tenseur et ce tenseur vérifie 9, Tl = 0 d’apres (3.81). La composante 7,20,
est la densité hamiltonienne (comparer a (2.52))

8['champ

Hchamp = WOOAP - ﬁchamp (383)
et donc associée a la densité d’énergie.
oL 1
En utilisant 8(57% = ——F", (cf. équation (2.57)) on a explicitement
W Ko
v 1 n (v aey o Lo po
Tcan = % —F P (8 A ) + Z.g FpaF . (384)

Ce tenseur est inacceptable pour représenter des grandeurs physiques. Il
n’est pas symétrique et dépend du choix de jauge. Toutefois, a ’aide d’une
transformation (3.17), & savoir en rajoutant

1 1
—o° (AYF",) = —F",(0"A") (3.85)
Ho Ho

(Lchamp se rapporte au champ libre pour lequel 0P F*, = 0), on retrouve le

tenseur énergie-impulsion T éﬁ;mp donné par I’équation (3.62).

3.3 Théoréme de Noether

Considérons un systeme décrit par la densité lagrangienne L(¢,0,¢).
Une transformation

¢(z) — ¢ (x) = ¢(x) + €0 (x) (3.86)

est appelée transformation de symétrie du systeme si elle change la densité
lagrangienne

L— L' =L+edL (3.87)
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par 'addition d’une quadridivergence

0L = 0,1". (3.88)
L’action est transformée en
S:%/Ld%es’:%/w%:s“&s (3.89)
avec )
08 = - / 9, It d* s =0 (3.90)

d’apres I’équation (1.104). Dans une transformation de symétrie, 'action est
invariante et les équations du mouvement sont inchangées.

Remarque 45 = 0 est vérifiée pour toutes les transformations infi-
nitésimales d’une solution ¢(z) des équations du mouvement. Mais par
transformation de symétrie, il faut comprendre que les équations (3.86-3.90)
s’appliquent & un champ ¢(x) quelconque.

Nous supposons de plus que € est un infiniment petit arbitraire: on
considere en fait une infinité de transformations infinitésimales de symétrie
qui forment un groupe continu a un parametre (e). Dans (3.86), la variation
d¢(x) dépend de ¢ (cf. ci-dessous 'exemple des translations paralleles a 1’axe
a ol d¢p(x) est donné par 'équation (3.99)).

€ étant un infiniment petit arbitraire, calculons la variation € £ pour la
variation € d¢(x) d’une solution des équations du mouvement sans supposer
que la transformation soit une symétrie :

oL oL

eL=€e—0¢p+ec—-00,0. 3.91
En utilisant les équations du mouvement 8—£ = 0,——=— et en divisant par
)
€, il vient :
oL oL oL
L=0 op + 0,00 =0 <75> 3.92
450,090 " = %\ 830 (3:92)

Pour une transformation de symétrie on obtient en comparant avec (3.88)

oL
| =5—=9 —Z”) = 0. 3.93
(597 9
La densité de courant (courant de Noether ?)
oL
= oo — I+ 3.94
) ) (3.94)

2. Amalie Emmy Noether (1882-1935)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Noether_Emmy.html
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est localement conservée (9,j* = 0) pour un champ solution des équations
du mouvement. On a ainsi montré le théoréeme de Noether (1918): a
chaque groupe continu & un parameétre de symétries infinitésimales (3.86)
correspond le courant localement conservé (3.94). La charge de Noether
associée

Q=k / 0 Bz (3.95)

est conservée (k étant une constante arbitraire). Le courant de Noether
n’étant pas nécessairement un quadrivecteur (cf. équation (3.103) ci-apres),
il se peut que la charge (3.95) ne soit pas invariante.

Le théoreme de Noether associe la conservation de I’énergie-impulsion
d’un systeme isolé & son invariance par translations. Dans la translation eéf,
une fonction f dépendant de x! et z? se transforme par

f($17$2) - f/($l7$2) = f(xl - €7$2) = f(ZL‘l,JEQ) - Ealf(xlv*rQ) (396)

Pour a =0, 1, 2 ou 3 nous prendrons

fl@) = f'(z) = f(x) + €0° f () (3.97)
Le champ ¢(x) se transforme en
¢'(z) = ¢(x) + €0 ¢(x) (3.98)
soit en comparant avec (3.86)
dop(z) = 0%¢(x). (3.99)
La densité lagrangienne se transforme en
L= L+ edL. (3.100)
La variation de la densité lagrangienne
0L = 0L = 0ug"“L (3.101)
est la quadridivergence de
THY = gl L. (3.102)

Il y a un courant de Noether pour chaque «. Leur ensemble forme le tenseur
énergie-impulsion canonique

oL
The = 8% — gho L 3.103
900,0) (3109
(cf. équation (3.82)) qui vérifie
9, TH = 0. (3.104)

Les charges de Noether forment la quadriimpulsion

1
Pt == / T3z, (3.105)
C
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4

Théorie quantique du
rayonnement

L’électrodynamique quantique permet de décrire les interactions élec-
tromagnétiques des particules chargées. L’objectif de ce chapitre est de
présenter une partie de cette théorie, la description quantique d’un systeme
champ + particules a basses énergies, ol on peut négliger la possibilité de
création de paires particules-antiparticules. On abandonnera la covariance
relativiste explicite en utilisant la jauge de Coulomb. Cette description
est bien adaptée a ’étude des processus d’interaction entre matiere (atomes
et molécules) et rayonnement.

4.1 Quantification d’un oscillateur harmonique

4.1.1 Quantification canonique

On rappelle la méthode de quantification d’un oscillateur harmonique
d’équation
&= —w?r. (4.1)

L’oscillateur est décrit par le lagrangien (on pose la masse m = 1)

L= % (22 — w?2?). (4.2)
Le moment conjugué de x est p = g—i = & et 'hamiltonien est
H=pit—L= % (p2 + w2m2) . (4.3)
Les équations de Hamilton sont
T = on et p= _on (4.4)

= e
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La quantification canonique consiste a remplacer les variables conjuguées x
et p par des opérateurs hermitiques ! qui agissent sur un espace de Hilbert 2
(espace des états) et vérifient la relation de commutation

[z, p] = ih. (4.5)
0 0
On déduit de cette relation que [p, f(z)] = —iﬁa—i et [z, f(p)] = iﬁa—i,
c’est-a-dire qu’on peut faire les identifications
0 0
p= —ih% et x = iﬁg—p. (4.6)

L’hamiltonien H devient un opérateur qui détermine I’évolution du systeme.
On peut adopter deux points de vue.

Dans le point de vue de Schrodinger 3, les opérateurs x et p sont fixes et
les vecteurs d’état [1pg(t)) évoluent suivant

i (1)) = H [s(1)) (4.7

I1 existe un opérateur unitaire d’évolution U (t,tq) qui translate les vecteurs
d’état de l'instant ty a l'instant ¢

[¥s(t)) = Ult, to) [s(to)) - (4.8)

L’opérateur d’évolution U (t,tg) vérifie
d
iﬁ%U(t,to) = HU(t,tp) et Ulto,to) = 1. (4.9)

Il satisfait a la loi de composition multiplicative
Ul(t,to) = U(t,t1)U(t1,t0)- (4.10)
Supposant H indépendant du temps, on pourra écrire
Ult, tg) = e H=t0)/R (4.11)
Dans le point de vue de Heisenberg?, les vecteurs d’état |1 ) sont fixes

[Vu) = U™ (L o) [ (1)) = [vs(to)) (4.12)

et les opérateurs Ay (t) = U~L(t,t9)AsU(t,to) évoluent au cours du temps

selon J
S An(t) = [An(0), H (4.13)
1. Charles Hermite (1822-1901)
2. David Hilbert (1862-1943)
3. Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961)
4. Werner Karl Heisenberg (1901-1976)



http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hermite.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hilbert.html
http://www.nobel.se/physics/laureates/1933/schrodinger-bio.html
http://www.nobel.se/physics/laureates/1932/heisenberg-bio.html
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pour un opérateur Ag indépendant du temps dans le point de vue de Schro-
dinger (H étant indépendant du temps Hy = H). L’observable physique
associée aux opérateurs Ag et Ay s’obtient par

(Ws(t)| As |9s(t)) = (Wul Au(t) |[Yu) (4.14)

représ. Schrodinger  représ. Heisenberg

Le point de vue de Heisenberg conduit & une analogie formelle entre Mé-
canique Classique et Mécanique Quantique: ’équation (4.13) donne pour
xp(t) et pg(t), en utilisant 'équation (4.6),

dey _ [en,H] _ (0H dpn _ lpuw H] __ (0H
<3p>H T \aw), P

dt ih

qui ont la méme forme que les équations de Hamilton (4.4).

4.1.2 Rappel sur loscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique quantique est décrit plus commodément en in-
troduisant les opérateurs création a' et destruction a,

wx + 1p aT_wa:—ip
V2ho V2hw

conjugués hermitiques I'un de 'autre. Ces opérateurs vérifient la relation de
commutation

(4.16)

[a,aT] ~1, (4.17)
h hw
— 4/ — T — i/ = (af =
x 90 (a +a ) , p=i\ (a a) (4.18)
et I’hamiltonien s’écrit )
H = hw <aTa + 5) . (4.19)

Les vecteurs propres de H sont |n), de valeurs propres fw (n + %), oun =0,
1,2, .... On a les relations

a'ln) = Vn+1ijn+1)
aln) = Vnln-1)
al0y = 0

w = @y (4.20)

ny = . .
vn!

En représentation de Heisenberg, les opérateurs création-destruction ont la

forme 4 4
a}[(t) = afei(t=to), ap(t) = ae”wtt0), (4.21)
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4.1.3 Interprétation en termes de particules

Deux niveaux d’énergie consécutifs different d’un quantum d’énergie
hw. On interprete I'état |n) comme décrivant un systeme de n particules
(phonon, photon, etc.) ayant toutes les mémes caractéristiques (énergie hw,
quantité de mouvement ﬁE, polarisation & pour des photons). L’opérateur
N = afa est le nombre de particules. L’opérateur a' crée une particule et
lopérateur a détruit une particule. Le vecteur d’état |0) représente le vide;
il lui est associé une énergie hiw/2. Ces particules sont des bosons®: elles
sont toutes dans le méme état quantique et leur nombre n est arbitraire.

4.1.4 Ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants

Considérons maintenant un ensemble de p oscillateurs harmoniques in-
dépendants. L’espace des états £ = £1 ®E @ -+ - ®E, est le produit tensoriel
des espaces &; des divers oscillateurs. L’hamiltonien s’écrit

1
H=Y"hw (a;fai + 5) (4.22)
=1

et les opérateurs de l'oscillateur k commutent avec ceux de l'oscillateur [ #
k:
[ak,a;] = O, et [ak, a;] = [al,a” =0. (4.23)

Les vecteurs propres de H (on pose [0) = |0) ® [0) ® --- ® |0)),

|m17m27 e 7mp> - |m1> & ’m2> QR ’mp>
m m m
()" () ()
- 0), (4.24)
m1! ’I’)’LQ! mp!

d’énergie Y P | hw; (m; + 1/2), forment une base de l'espace &.

4.1.5 Transformation unitaire d’opérateurs création-destruc-
tion

Envisageons le cas ou toutes les fréquences w; (i = 1, ...p avec p > 1)
sont les mémes (oscillateur isotrope a p dimensions). Les niveaux d’énergie
ne dépendent que de m = Y__, m; et sont dégénérés pour m > 0. Considé-
rons la transformation d’opérateurs création-destruction

a; = Ujja;, a;T = Ui’;a; (sommations sur j) (4.25)

ou U;; est une matrice unitaire p x p.

5. Satyendranath Bose (1894-1974)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Bose.html
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Montrons quelques propriétés de cette transformation.

— Elle préserve la forme (4.23) des relations de commutation :

[az,aﬂ =U; Ul [ak,aﬂ = Uikak = 0ij, (4.26)

[az,a]] = UikUjl [ak, al] =0. (4.27)

— Elle préserve la forme de I'opérateur N' = a}aj (sommation sur j):

a;-Ta;- = U;kUjlaLal = 5klazal = alak. (4.28)

— Les vecteurs propres de

i=1 i=1
A\ [\ 4\ ™
o @) @) (@)
|mh,my, ... mp) = |0), (4.29)
P my! mo! my!

d’énergie fw Y ¥, (m} + 1/2) forment une autre base de 'espace &.

4.2 Lagrangien

Considérons un systeme formé de N particules chargées a =1, ... N, de
coordonnées T, (t). On note

Pa(T,t) = qu0B) (F — Z,(1)) (4.30)

la densité de charge de la particule a. Le quadricourant est

17 E) = (pc, f) - i pa(7, 1) (c, fa(t)> : (4.31)
a=1

On considérera des particules non relativistes dont on néglige le spin. Le
lagrangien du systeme champ électromagnétique + particules est

N
L:Z%’ /£d3

=1
B2 _ 252)
2/1002 ( ¢

s}

(4.32)
L = —po+J-A+
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4.3 Problemes dans la quantification du champ

électromagnétique
Posons
1 1
XH, oL =——F*, [en utilisant (2.57)]. (4.33)

T cO(0,AY) T oo

Le champ moment conjugué Il 4« du champ A* est la composante X OM de
ce tenseur :

oL 1 oL 1 1 . 1 oL
~ _ P F Mpy—-—o_
oA~ cO@A) ~  emo 2u M= a0y =0

(4.34)
1 .
Les champs II 4; vérifient Z O;ll 40 = —2—8ZEZ = —p qui ne dépend que
. o

HAi:

de la position T, des particfﬂes.
La méthode de quantification remplace deux variables conjuguées par
des opérateurs ayant un commutateur non nul. Deux difficultés apparaissent
pour quantifier ce systeme :
— On ne peut pas former un commutateur non nul avec le couple A°,
HAO == 0

— L’existence d’une relation fonctionnelle entre les variables canoniques
%, et T4 (7, t) (les dérivées 9;114; par rapport & z° sont des combinai-
sons de variables infiniment proches) est incompatible avec les formes
usuelles des commutateurs. On peut le comprendre avec un exemple
dans le cas des variables canoniques discretes x;, p;. Si les variables
sont liées par aury = p2 — p3 (« constante), on ne peut pas imposer
[x1,p1] = ih car «[x1,p1] = [p2,p1] — [p3, p1] # 0 est incompatible avec
[pi’pj] = 0.

Ces difficultés peuvent étre attribuées a la redondance des potentiels.

4.3.1 Méthode de quantification utilisée

La premiere difficulté sera réglée en éliminant la variable redondante
A% = ¢/c. Cette élimination est rendue plus simple en utilisant la jauge de
Coulomb V - A = 0. La covariance des équations n’est alors plus manifeste.

De facon générale, lorsqu'une vitesse io (comme ici A°(7,t) en tout

point 7) n’intervient pas dans un lagrangien L(zg,x1, ..., 2N, &1, ..., ZN),
I’équation d’Euler-Lagrange relative a x
OL . .
a—(mo,xl, ce EN, B, .., EN) =0 (4.35)
Zo

permet de considérer xy comme une fonction implicite

i) :f(xl, ...,(EN,.fl, ...,.C'EN)
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des autres variables et vitesses. Le systeéme peut alors étre décrit par les 2V
variables et vitesses x1, ..., N, T1, ..., TN et le lagrangien

L/:L(f((El, ...,(EN,:th ...,:&N),xl, ...,(EN,.fl, ...,.C'EN).

Si le principe de moindre action est satisfait quand le systeme est décrit par
L avec la variable xg, il reste a fortiori satisfait quand le systeme est décrit
par L.

On s’impose la jauge de Coulomb : les variables A’ sont liées par V-A=0.
La seconde difficulté sera réglée en remplacant les variables liées A? par des
variables indépendantes (variables normales).

4.3.2 Autre méthode

On peut quantifier le systeme des particules et du champ électromagné-
tique en gardant la covariance des équations. On rajoute au lagrangien une

densité de la forme 1
Linnge = ——— (8, A")? (4.36)
jauge apg
qui contient la dérivée A, Le nouveau systeme peut alors étre quantifié de
facon canonique. Lorsqu’on impose ensuite la condition de Lorenz 9, A" = 0,

Liauge = 0 et on retrouve le systeme initial.

4.4 Elimination de ¢ et utilisation de la jauge de

Coulomb
Ecrivons
Lo . . - . 0A
E = EH + FE| ou EH =—-Vo, E, = _E' (4.37)

C’est la décomposition de E en un champ longitudinal E_]| (qui vérifie VA
E] = 0) et en un champ transverse (ou solénoidal) E | (qui vérifie V-E| =0
puisqu’on suppose VA= 0). En jauge de Coulomb, ¢ vérifie I’équation de
Poisson (1.23); c’est donc le potentiel coulombien de la répartition instan-
tanée de charge

o(7,1) I / d?’m'p_gfl’_t,,) => ! o (4.38)

~ 4me 7 — 7| dreg |7 — Za(t))|

Transformons la contribution de E?2 au lagrangien (4.32)

1 .
/ E?2dx
2#002

1 2 13 1 L = 33

a

1
2p1c?

/ By d*e. (4.39)
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La deuxieme intégrale du membre de droite est nulle:

/ (019) (DAY d3x = — / POy A d3x = 0. (4.40)
La troisiéme s’écrit :

€ i € i € i 1
-2 [ Bowds=2 [vomiia=3 [ oor ds =5 [ oo
(4.41)

En y ajoutant la contribution — [ ¢p d?x du terme d’interaction du lagran-
gien, nous écrivons

1 1 o (7, ) pu (7,
_5/ dpdPx = _Z — /d?’xd?’x’p (T_’)Pb(r ) _ —ZW30u1—UCou1
a,b a

|7 — 7|
(4.42)
o 1 (7, )pa(7, 1)
3 3 Pa\T,1)PalT
Weou = w— /d zd’z’ E— (4.43)

7
est I’énergie coulombienne propre de la particule a (qui est infinie pour une
répartition de charge ponctuelle) et

- - 1 F7t b F,7t
Ucou(Z1, .., TN) = Z o /d3xd3m’%
a<b

-y L ey 4y
a

est ’énergie coulombienne d’interaction entre les particules. Le lagrangien
s’écrit maintenant, en négligeant ’énergie propre des particules,

N N
Mmeq -, 2 5 T
L= Z — Lg — UCoul + Zana : A(wmt)

a=1 a=1

[T Ad3x
+ 2,;(;2 / [(E)Q — 2 (ﬁ A E)z] Bz, (4.45)

4.5 Conditions aux limites périodiques

Nous allons supposer que le systéme se trouve dans une boite cubique

B de coté £ (J2'| < 5) et que les champs et leurs dérivées vérifient des

conditions aux limites périodiques

flah 2?2 1) = fa'+ 0,22 2% 1) = f(a',a® +0,2°, 1) = f(a',2® 2 +£,1).
(4.46)
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On peut développer les champs en séries de Fourier
=3 fa®e® T g(Ft) =D ga(t)e™ T (4.47)
nebD nebD

ot D est I’ensemble des vecteurs n = 7 = (ng,ny, n,) (la fleche sur n sera

omise dans la suite) avec ng, ny, n, =0, £1, £2, ... et k, = %n Voici
quelques relations utiles (les intégrales sont prises sur la boite B).
— Orthogonalité :
/J@f%wfx:ﬁ%m:ﬁ%wm%wﬁmm. (4.48)
— Transformation inverse de (4.47):
o= / f(7 t)e hn T3y, (4.49)
— Fonction 6@ (7 — ') (7,7 dans B): en portant f(7,t) = 6@ (7 — 7)
dans I'équation (4.49) on trouve f, = —e~*»™" et (4.47) donne alors

/3
V(7 —7") 263 (4.50)
— Identité de Parseval:
/ HGOIEEDY / P fa o En) Ty = N3 £ 2L (451)
— Tdentité de Plancherel 7 :
/ FrEgF O dPe =Y 6 frgn. (4.52)
— Fonction réelle :

f(r,t) réel équivaut a f, = f_, VYne€ D. (4.53)

— On retrouve l'espace entier en prenant la limite ¢ — oo. Les sommes
sur n deviennent des intégrales sur k.

(&) 0 — 0. S () — [an

n

S — (if) SO (FE— ). (4.54)

6. Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836)
7. Michel Plancherel (1885-1967)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Parseval.html
http://commonweb.unifr.ch/math/main/plancherel.html

F1G. 4.1 — Base transverse.
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4.6 Potentiel vecteur : composantes A,
Le potentiel vecteur

ATt =Y A, (t)ernT (4.55)

VA= ik, Ayt =0, (4.56)

La composante an est donc perpendiculaire a En On a aussi la relation (4.53)
ff; = E_n. Pour éviter des singularités, nous supposerons de plus que /Yn =0
pour n = (0,0,0) (cette restriction disparait dans la limite £ — oo lorsque
les Ky peuvent devenir infiniment petits). Soit D’ une moitié de D* = D —
{(0,0,0)}, c’est-a-dire un sous-ensemble de D* tel que pour tout n € D*
alors exactement une seule des valeurs n ou —n se trouve dans D’. Pour
tout n € D', introduisons (cf. figure 4.1) une base transverse formée de
deux vecteurs complexes £,, (o = 1, 2; la direction transverse de &,; est
arbitraire et indépendante des autres £,/ (n' € D', n’ # n) ; les composantes
sur Oztz22? du vecteur &, sont notées et ) :

k, = k—n, Epe  Eng = a3 et S kn =0 pour a,0=1,2.
" (4.57)
> el =07 - # (4.58)

" kn>

Ecrivant A, = 3, Apana et A_, = A% =S A & pourn e D', il

vient . , . B
AF =Y (Amgme“fn"* + A;;ag;ae—ikn'F) (4.59)

no

oil la somme porte sur o = 1, 2 et n € D’ (ce qui est indiqué par 3.').
Les variables complexes A, (t) (n € D', a = 1, 2) sont indépendantes les
unes des autres. Définissons (provisoirement) les vecteurs transverses de k_p,
(n € D) par €_,q = &5, et posons A_,, = A% . L’équation (4.59) devient

/T(F, t) = Z Anagnaeiknf (460)
no
et le champ électrique transverse s’écrit

— 5 / . 7 . A . S
E, = —A=- § (Anagnaelkn "+ A:;as;ae thon T) = - E Anagnaemn "
na na

(4.61)
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Portons ces expression dans les intégrales

/(21‘)2 x—e?’z _£3Z(Am

naena

- 2e3z (Am

(4.62)

2
naikn A gna

02/ (6 A ff)2 ddr = 032 Z

— PSR Al =203 W2 Al (463)

no no

ol w, = kpc. Le lagrangien (4.45) s’écrit maintenant en fonction des va-
riables discretes indépendantes réelles Z,, Z, (a = 1, ..., N) et complexes
Apoy, Apa (n € D'J aa=1 ou 2)

N
mg - 2
L = Z 7(1 La — UCoul(:El’ + Z qaxa : l‘a, + Lchamp

a=1

o / s S

AZat) = Y (Amgmem”'% + A;aggae—zkn%) (4.64)
no
/3 / . 2 9 9

Lchamp = R zn; ‘Ana —Wn |Ana| :

Remplacons les variables complexes A, par les variables réelles X,,1 et

Xna2
2
HoC .
Apa = 1/ S (Xnat +iXna2). (4.65)

On a (somme sur s =1, 2)

11
Lchamp = Z 2 (Xgas - W%Xzas) . (466)

nos

Ecrit avec les variables Xnas, le champ libre apparait comme un ensemble
d’oscillateurs harmoniques indépendants qui évoluent suivant

Xnas + w2 Xpas = 0. (4.67)

Le potentiel vecteur Aetle champ électrique transverse E L= —A s’écrivent,
d’apres les équations (4.59), (4.61) et (4.65),

= Z, Xnozsf;zas(F)a EL(F7 t) = Z/ Xnasﬁas(ﬂ (468)

nos noas
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ou les fonctions fyqs(7) forment une base réelle des champs de vecteurs
transverses. Elles sont normalisées par

\/fT;Las (77) : f_';L’a’s’(F)de = MOCQérm’ aa’ 533’ (469)

et données explicitement par

2 o N
— OC . . = = . =
fnal(F) = MQE?, (snaemn "+ pae i r) 3 ( )
4.70
— 2 7o N
fna2(77) = i\/ l;();g (gnaemn.r - 5_’—nae_2kn.r) .

Si €pa est réel (€0 =

- 2 2 - - 12 2 -
fnocl(ﬂ = %gna Cos kn . 7?‘7 fnal(ﬂ = - %gna sin kn - T

(4.71)
4.7 Hamiltonien
Le moment canonique conjugué de X,,os est
M — —0F _ % (4.72)
nos 8Xna5 nos .
et celui de x% est
. oL i oo .
Po = 55 = Maly +aA'(Za,t)  (on pose pia = (Pas Pa>13))- (4.73)
a

L’hamiltonien est

H = Zﬁa . (llf\a + Z, HnaanOts - L
a

nos

My =y . o 11 -
=Y S+ Ucon(@1s @)+ 5 (Xgas n nggas) (4.74)
a

2
nas

soit, dans les variables X,,0s, T, pas €t Dy

—

1 /. AT L
H =" o (Fa— @0Al(@at)) +Uoou(@r, . n) + Horamp ~ (4.75)

2mg,

avec 1 ) S
Hchamp = Z 5 (Hnas + wanas) . (476)

noas
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4.8 Quantification canonique

Nous adoptons le point de vue de Schrédinger. Les variables conjuguées
(réelles) sont transformées en opérateurs hermitiques indépendants du temps
qui commutent entre-eux sauf

[mé, pZ] = [Xnass Hpas] = ik (non sommé sur les indices répétés).
(4.77)
Il est plus commode d’utiliser les opérateurs création et destruction associés
a chaque oscillateur harmonique :

wWnXnas + tllas

Unas = i, et ajmas == — (478)

conjugués hermitiques I'un de l'autre. Ces opérateurs vérifient les relations
de commutation

|:ano¢57 aiz’o/s/} = 5nn/5aa’5ss/7 [ana37 an/a/s’] = [QILQS, aiz’o/s/:| =0.
(4.79)
Inversement
h . hw
Xnas = m (a:rwés + anas) ; Hnas =1 Tn (a:rwés - anas)
(4.80)
et 'hamiltonien du champ libre s’écrit
’ 1
Hchamp = Z Twn, <aTnasanas + §> . (4.81)

nos

Le potentiel vecteur (4.68) devient l'opérateur (indépendant du temps)

iw =3 /% (anas Fras + @hasfoas) - (4.82)

La variable Xms est remplacée par I'opérateur I, et le champ électrique
transverse devient ’opérateur

EL(ﬂ = Z, \/ % <ianasﬁ1as - iaLasﬁ;as) . (483)

noas

4.9 Modes normaux

Pour faciliter I'interprétation physique nous allons effectuer un change-
ment de la base (4.70) en revenant a des fonctions exponentielles, comme
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dans (4.60). Ainsi, posant pour n € D’

P — 1 rd .2 C = =
fnalT) = ﬁ (fnal - anaz) = M2—3€melkn r

4.84
(7 1 (7 S fioC? —ikin 7 (48
f—na('f') = ﬁ (fnal + ana2) = £—35—na€ e

le changement de base s’écrit matriciellement

(ﬁm f—"a):%(ﬁml ﬁm2)<_12 1>:<ﬁ1al me)UT
ou U est la matrice unitaire (4.85)

U:%(i _ZZ> (4.86)

Posons pour n € D’

_ Qpal T 10na2 Unal — 10na2

Opoy = ———F=—— et Gpo = —F7. 4.87
NG 7 (4.87)

C’est la transformation (4.25) d’opérateurs création-destruction étudiée sec-
tion 4.1.5 correspondant & la matrice unitaire U (4.86). Les opérateurs des-

truction (4.87) ane (n € D*) et leurs conjugués hermitique ahe vérifient
donc les relations de commutation

[am,ai/a/] = Opn/Oaal s [@nas Anrar] = [a:&a,ai/a/] =0. (4.88)
D’apres (4.28), > alasams = alaam + aT_naa_m et ’hamiltonien du
champ libre (4.81) s’écrit

1
Hchamp = Z mn <a:r~baana + §> . (489)

(o Faa) (0 ) = (o G Jum () o0

=1

soit . . .
Zs anasfnas = anozfna + a—naf—nou
Zs a;r"bocsfnas = ailaf;a + aT—nafina'

Les expressions (4.82) et (4.83) deviennent

A=Y \/% (anafoa + ahafia) (4.92)

(4.91)
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- hwy, /. - . -
E, = Z Vo (zamfm - zaLaf;a) , (4.93)

soit

na-no
203wy,

- 2R P o
A7) = 304/ B0 [anadnae™ 7 + a oe 7] (4.94)
no

et

. 2 L y
Ei(®)=i) % [amf?me”“""“ - aimf?;ae‘”“”"“} . (4.95)
no

Il est possible de changer la base transverse correspondant & un n donné
par une nouvelle transformation unitaire V' de la base et des opérateurs
(sommation sur les indices répétés)

57{@ = ;ﬁgnm alm = Vapang- (4.96)

On a alors

=/

= / N
an = Apa€pa = Anana- (4.97)

La forme des équations (4.94) et (4.95), des relations de commutation (4.88)
et de I’hamiltonien du champ libre (4.89) reste inchangée. On peut donc
lever la condition £, = €_,, qui permettait de simplifier les calculs. Les
expressions (4.94) et (4.95) sont des développements en modes normauz. Par
transformation unitaire de la base, en se limitant & combiner entre-elles des
fonctions de base correspondant au méme w,, (pour garder la forme (4.89)
de ’hamiltonien), on obtiendra d’autres développements en modes normaux.
Exemple: les développements (4.82) et (4.83).

4.10 Opérateurs du point de vue de Heisenberg
(champ libre)

En représentation de Heisenberg, pour le champ libre, les opérateurs
création-destruction ont la forme (équation (4.21) ou on prend tg = 0)
ajm(t) = ahae™nt et ana(t) = anae “rt. L'opérateur du champ Ay (7, t)
dans la représentation de Heisenberg s’écrit

A7) = VNS [anaGa(7,) + alabia(71)] (4.98)

ou N = hugc et

- = . % Is . oo
Gra(Frt) = [dra(Frt)] " = \ 350 Epqetfn T—twnt, (4.99)
Wn
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Les fonctions ¢, forment une base d’ondes planes du champ classique et
sont normalisées par

(Gt Bis) = Fomndog,  (Fiadip) =0 (4100)

pour le produit scalaire

RN . . 8'][2 8](7\* .
= 3 22 L)
<f1’f2> B Z/Bd ! (fl cot (cat ) (4.100)
L’opérateur E | (7, t) s’obtient (champ libre) par

= 8A_.’ — —
Eo(F,t) = =t = iVN' Y wn [anabpa( ) — abadla( )] . (4102)

Noter que l'introduction du facteur VAN dans (4.98) correspond a la forme
de « énergie cinétique » du champ dans lagrangien (4.45)

S\ 2
1 N2 5 hel 0A 3
T=5 / (A) d'e = 5+ (C—at) &z (4.103)

4.11 Récapitulatif des opérateurs

Nous avons défini les opérateurs ¥, (¢ = 1, ..., N, de composantes
z}), Po (de composantes pl), dn = >, Gnafna (0 € D*) et son conjugué
hermitique @}, = Yoa alaé’,’;a qui vérifient les relations de commutation

T — 5.6 _ T T - 0

Anoy Qg o nn’/Oaa’ s [anonan/o/] Anoy Ay )

|::1:Z:17 p{) = iﬁéabéij, |:'TZ:17 .T]:| = |:p27 pi:| = 07

whana] = [zhale] =[] = |phala] = 0
(4.104)

L’hamiltonien du systeme champ + particules peut se décomposer en trois
parties

H = Hpart + Hint + Hchamp

| S S
Hpart = Z o pf + UCoul(xly e ,l‘N)
p a

Hue = Z[—ﬁﬂfa)-ﬁﬁ fa P(faﬂ

1
Hchamp = Z ﬁwn <alaana + §> . (4105)
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On a utilisé p, - A(Z,) = A(Z,) - P, en jauge de Coulomb. La partie Hpart
ne dépend que des opérateurs des particules ¥, et p,. La partie Hcpamp ne

dépend que des opérateurs du champ a, et a;[b La partie H;y; dépend a la

fois des opérateurs des particules et du champ. Les opérateurs du champ
sont

25 . o o
A= 3\o, [t e de ™, o= P w0
n n

(¢, donné par I'équation (4.38), et ses composantes de Fourier ¢,, ne dépen-
dent pas des dy),

2 - - o
- ) pocthwy, 1, & = 4 b - S
E =i g \/7%3 - [anelk”’“—aﬁe Zk”r], Ey=—i E Prknen T
n

(4.107)
et

—

B=VaA=i) O [ Gebn™ o n il e 4.108
= =1 53, |Fn /N ne n A\ dle . (4.108)
n
n

4.12 Espace des états

Champ libre

L’hamiltonien du champ libre

1
Champ = Z hw, <anaano¢ §> (4109)

est la somme d’hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques indépendants. L’es-
pace Echamp des états du champ libre est le produit tensoriel des espaces des
divers oscillateurs. Une base des états est constituée des états de Fock®

.'. Mnyaq .'. Mngag
)™ o)
= o). (4.110)

VMngay! vV Mnzas!
A Tétat fondamental |0), défini par a,q |0) = 0 pour tout n et «, est associée

hw
une énergie absolue Ey = (0 Hehamp [0) = Z Tn infinie. L’état (4.110) est

|Mnya1s Mngags - - -

no

vecteur propre de l'opérateur N, = a;rmam avec la valeur propre my, et
de I'hamiltonien du champ libre H,amp avec I'énergie Eq + Z hwp My g

no

8. Vladimir Alexandrovich Fock (1898-1974)


http://andrejkoymasky.com/liv/fam/biof2/fock1.html
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On interprete ces propriétés en introduisant les photons du mode na.
Chacun est doté de l'énergie Aw,, de la polarisation &,, et, comme on le
verra section 4.13, de la quantité de mouvement FLEH. L’opérateur N, est
I'observable nombre de photons du mode na. L’état (4.110) décrit un état
de my, o, photons du mode njaq, de my,q, photons du mode naas, .... Son
énergie par rapport au vide est la somme Z hwnMne des énergies de tous

no
ces photons. L’opérateur ahe crée un photon d’énergie Aw,,, de quantité de
mouvement hEn et de polarisation &), ; 'opérateur a,, détruit un tel photon.

Champ + particules

L’espace des états des particules, sur lequel agissent les opérateurs 7, et
Pa (a = 1, N), peut étre identifié, pour des particules sans spin, & ’espace
Epart des fonctions complexes W(Z1, ..., Zy) de module au carré sommable.
L’espace des états du systeme champ + particules est le produit tensoriel
Epart @ Echamp- Si |a) (a = 1, 2, ...) désigne une base de Eparg, formée de
vecteurs propres de Hp,t, une base des états du systeme est constituée des
états
|y My ars Mngasy -+ ) = 1a) @ |Mnjar, Mnsags - - ) (4.111)

qui sont les vecteurs propres de Hpart + Hehamp-

Remarque : dans le traitement relativiste, le nombre de particules (élec-
trons, positrons, etc.) est variable. On peut utiliser une base des états par-
ticulaires qui spécifie les nombres d’occupation des particules dans chaque
état normal possible. Pour des particules de spin demi-entier (%, %, co),
qui sont des fermions?, les nombres d’occupation sont 0 ou 1 (les champs
correspondants sont quantifiés a I’aide d’anticommutateurs). Pour des par-
ticules de spin entier, qui sont des bosons, les nombres d’occupation m
peuvent prendre toutes les valeurs entieres (les champs correspondants sont

quantifiés a l'aide de commutateurs).

Fonction d’onde d’un état a un seul photon

Un état |¥(t)) & un seul photon se développe sur les états a un photon
de la base (4.110):

U (t)) = 1 (kn, o, t)al,, [0). (4.112)

Il est ainsi décrit par une fonction d’onde 1/11(];, «). La fonction d’onde
(K, a) = 5(E—En)5a5 correspond a 1'état ailﬁ |0}, c’est & dire & un photon de
quantité de mouvement hEn et de polarisation &,,3. Cela suggere d’introduire
une fonction d’onde vectorielle définie dans I'espace réciproque (fonction de

9. Enrico Fermi (1901-1954)


http://www.nobel.se/physics/laureates/1938/fermi-bio.html
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Iimpulsion p) en posant J(ﬁ, )=, 1[)1(1_5”,04,t)5m pour g = hk,. Voici
quelques propriétés de cette fonction d’onde.

— Elle vérifie la contrainte

7 9(p,t) = 0. (4.113)
. 2
— La probabilité de mesurer la quantité de mouvement p’ est ‘w(ﬁ, t)‘
— Le caractere vectoriel correspond au spin s = 1 du photon (une par-
ticule de spin s = 1/2 est décrite par un spineur & 2 composantes et

plus généralement une particule de spin s par 2s+ 1 composantes). Ce
point sera détaillé dans la section 4.14

— La fonction d’onde est définie dans ’espace réciproque. Une particule
massive de spin s = 1 peut étre décrite par une fonction d’onde vecto-
rielle dans I’espace des positions ou des impulsions. Ainsi une telle par-
ticule localisée en 7 est décrite par la fonction d’onde o(7) = A®) (7—
7o) ou 1/1(]5') Ae=T0/h on A est un vecteur constant. La fonction
d’onde () = Ae P/l pe satisfait pas & la contrainte (4.113) et
ne peut étre utilisée pour former un état a un photon localisé en 7.
Il serait souhaitable, par exemple pour décrire une expérience d’in-
terférences a un photon, de pouvoir définir I’état a un photon localisé
en 7y et la fonction d’onde dans ’espace des positions. Mais c’est im-
possible d’apres Newton et Wigner ' qui ont montré qu’il n’existe pas
d’états localisés d’une particule de masse nulle.

— Si la fonction d’onde J(ﬁ, t) convient pour décrire un photon libre, ce
n’est plus le cas en présence d’interactions avec la matiere car alors
le nombre de photons n’est plus constant (phénomenes d’émission et
absorption de photons).

Evolution du systeme
Dans le point de vue de Schrodinger, I’évolution du systéme est donnée
par ’équation

m%qu(t» H |V (1)) = (Hpart + Henamp + Hint) [¥(1)) - (4.114)

En partant des états (4.111), vecteurs propres de Hpary + Hchamp, €t en
traitant H;, comme une perturbation on peut en obtenir des solutions ap-
prochées par la méthode des perturbations.

10. T. D. Newton and E. P. Wigner'*, Rev. Mod. Phys. 21, 400 (1949)
11. Eugene Paul Wigner (1902-1995)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Wigner.html
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4.13 Quantité de mouvement du champ

La quantité de mouvement classique du champ est

—

P= % &z E A B. (4.115)
Hoc
La transformation d’un produit 911 de deux grandeurs classiques en opé-
rateur pose un probleme lorsque les opérateurs quantiques correspondants
11 et 1o ne commutent pas. Une facon de procéder, pour des champs quan-
tiques donnés en fonctions d’opérateurs création-destruction, est de former
le produit normal : 1119 : qui consiste a récrire chaque produit d’opérateurs
création-destruction en déplacant les opérateurs destruction a droite des
opérateurs création (sans tenir compte des commutateurs non nuls). Ainsi
caat: = ala, a}r ag = (IJ{(IQ L’opérateur ainsi obtenu a une valeur moyenne
nulle pour I’état du vide. Avant d’apphquer cette méthode a P écrivons
d’abord sa composante P’ en fonction de E et A.

pie L ki /d% moam = L /d% (B79'AT — E197 AY) .
/LOC2 W—/ /LOC2
ézléjm 5zm5]l
(4.116)
Pour ¢ = 0 (champ libre) 37 B/ = 0 et le deuxiéme terme est nul:
1 1 L
Pr B A = /d%; (VE7) A* = 0. (4.117)
~ poc? Hoc?
Nous définissons 'opérateur P par
Pl=— / Bz FI9A (4.118)
Hoc¢

ou nous substituons les opérateurs

Lo . 2
= Z EpenT, avec E,=1 M(é’n —al ) (4.119)

203 -
et
. - . 2y
= Z A_em*m T avec = 5(%0 (G +al). (4.120)
m wm
11 vient

1 N ) )
52 / dix e BT B (—iky, )AL,
Hoc™ —

53

= El (—iki)A,: (4.121)
Hoc¢
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= " hknalyana  (4.122)

no

(on utilise k_,, = —k,, dans I'avant derniere égalité).

L’état (4.110) est vecteur propre de la quantité de mouvement P avec la
valeur propre ) ﬁznmna, ce qui s’interprete simplement en attribuant a
chaque photon du mode na la quantité de mouvement ﬁﬁn.

Remargue : Pour ¢ # 0 la contribution de E| = —Vo¢a (4.118) est nulle:

/ P () (A7) = — / Prp(@oA) =0  (4123)

en vertu de 3 A7 = V- A = 0. L’expression (4.117) n’est plus nulle et vaut

N

1 o ) )

e d*z (PVET) A" = / PrpA =" gu Al (Ta,t). (4.124)
a=1

Rajoutant la quantité de mouvement m,i’ des particules, on obtient (cf.
équation (4.73)) que l'opérateur quantité de mouvement du systéme champ
+ particules est

N
Py = 3B+ 3 i (af - n) (4.125)
a=1 n

4.14 Spin

Particule de spin 1

On explique d’abord pourquoi une fonction d’onde vectorielle décrit une
particule de spin 1. Examinons I'action d’une rotation d’angle 6 autour de
Oz d’une fonction d’onde vectorielle localisée & Dorigine ¢(7) = A5®)(7) ot
le vecteur constant A = A;€; ales composantes A; sur la base cartésienne 2
€;. Dans la rotation de matrice R = (R;;), la fonction d’onde devient ¢ (F) =
A5G (7) avec A! = R;jAj,

cos —sinf O ‘ 0
R=|sinf cosf 0] =e ¢ ou S.,=11
0

0
0]. (4.126)
0 0 1 0

12. René du Perron Descartes (1596-1650)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Descartes.html

92 4. THEORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT

Les rotations autour des autres axes de coordonnée permettent de définir
de méme l'opérateur S; de matrice (S;)jr = —ie;jr. Les opérateurs S =
(Sz, Sy, S>) vérifient les relations de commutation des composantes d'un
moment cinétique hS ([SZ-, Sj] = ie;xSk) et le calcul du carré donne

2 00
S2=10 2 0] =s(s+1), avec s=1. (4.127)
0 0 2
La fonction d’onde correspond bien & une particule de spin s = 1. La base
standard |m), m = —1, 0, 1 des vecteurs propres de S, (S, |m) = m|m)) est
1
|£1) = F—=(€, £ i€y), |0) = é,. (4.128)

V2

La particule envisagée était localisée a 'origine (elle est massive). Pour une
particule non localisée, I'action de la rotation d’angle 6 autour de I'axe ¢
est donnée par Popérateur e~/ ou iiJ = KL + hS est le moment cinétique
total, somme du moment cinétique orbital AL et du spin.

Cas du photon

Examinons un photon de quantité de mouvement ﬁEn, parallele a Oz,
décrit par la fonction d’onde vectorielle ¢(5,t) = A8(5 — hky). Une rota-
tion d’angle 6 autour de Oz laisse 0(p' — ﬁEn) inchangé et transforme A se-
lon (4.126). On attribue ainsi un spin 1 au photon, comme pour la particule
massive. Toutefois, A doit étre perpendiculaire a Oz pour le photon envisagé
et se développe seulement sur les états m = £1 de la base standard (4.128).
Ces états correspondent & la base d’états de polarisation circulaire

- P
Ent = :Fﬁ(ez +iey) (4.129)
qui est une transformation unitaire du type (4.96) de la base transverse (€3,

€y)-

Les états de spin d’un photon (autrement dit de polarisation), pour ﬁzn
donné, forment un espace de dimension 2 au lieu de 3 pour une particule de
spin 1 et de masse non nulle. Une autre différence avec les particules massives
consiste en ce que S et L ne sont pas séparément des observables physiques,
seule leur somme (le moment cinétique total) est une observable. En effet,
il n’est pas possible de définir les trois composantes S; comme observables
physiques par suite de la non existence de photons au repos. Nous avons pu
toutefois définir la composante du spin le long de I'impulsion du photon (.S,
ci-dessus) qui est une observable physique appelée hélicité.

Ces particularités se retrouvent pour une particule de masse nulle et de
spin s : I'hélicité prend seulement les valeurs propres +s (pour une particule
massive, les valeurs propres de I'hélicité sont les 2s + 1 valeurs —s, —s + 1,
o s—18).
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4.15 Emission spontanée

On applique la théorie quantique du rayonnement pour expliquer 1é-
mission spontanée d’un atome. Prenons un atome hydrogénoide formé d’un
noyau ponctuel de charge Ze, supposé au repos a l'origine, et d’un électron
de masse m en 7, et négligeons les spins de ces particules. L’hamiltonien du
systeme champ + particules est

H = Hy+ Hy
HO = Hpart + Hchamp
7z

H = —
part 2m  4dmepre
Henamp = Z ﬁwnalaam (énergies par rapport au vide)
no
- e2 -9
Hiny = EA(re)-ﬁeJr%A (7e). (4.130)

Nous voulons calculer le taux de transition (probabilité de transition par
unité de temps) pour que 'atome dans un état initial excité a passe dans
I’état b en émettant un photon.

4.15.1 Représentation d’interaction

On veut calculer le taux de transition entre deux états propres de H sous
leffet de la perturbation Hi,;. On démontre dans cette section 'expression
de ce taux au premier ordre des perturbations (régle d’or de Fermi). Il est
commode d’utiliser la représentation d’interaction. Dans la représentation
de Heisenberg (cf. section 4.1.1), les vecteurs d’état |1p) sont fixes et les
observables A (t) évoluent au cours du temps. On a

[wr) = U™t to) [os(t)) (4.131)
Apg(t) = U Mt tg)AsU(t,to) (4.132)

en fonction des vecteurs d’état |¢g(t)) et observables Ag en représentation
de Schrodinger. L’opérateur d’évolution U (t,tg) vérifie

d
ih=U(t,to) = (Ho+ Hut) U(t,t0) et Ulto,to) = 1. (4.133)

Dans la représentation d’interaction, les vecteurs d’état |17(t)) et les
observables Ay(t) sont

[Wr() = Uy (tt0) [¥s(1)) (4.134)
Ar(t) Uy ' (t,t0) AsUo (t, to) (4.135)
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ou Popérateur d’évolution Uy(t,ty) correspond & ’hamiltonien H :

iﬁ%Uo(t,to) = HoUy(t, tp) et Uo(to,to) = 1. (4.136)
L’observable physique associée & 'opérateur A s’obtient par
(Ys(t)| As [9s(t)) = (r(t)] Ar(t) [vhr(2)) . (4.137)

~
représ. Schrodinger  représ. interaction

Si linteraction Hi,: est négligeable, la représentation d’interaction coincide
avec le point de vue de Heisenberg et [17(t)) est indépendant du temps. Soit
Popérateur unitaire Uy(t,tg) défini par

[v1(t)) = Ur(t, to) [Ym) - (4.138)
D’apres les équations (4.131) (4.134) et (4.138)
s (t)) = U(t, to) [Wu) = Uo(t, to)Ur(t, to) [vm) - (4.139)
D’ou
U(t,to) = Uo(t,to)Ur(t, o). (4.140)

L’opérateur Uy(t,ty) ne vérifie pas une loi de composition multiplicative
comme Uy ou U :

U(t,to) = U(t,t1)U(t1,t0),

U()(t,t()) _ Uo(t,tl)Uo(tl,to), mails U[(t,to) 75 U[(t,tl)U[(tl,tQ).

(4.141)
En dérivant ’équation (4.140) et d’apres les équations (4.133) et (4.136)
L dU . dUy L dUrp L dUrp
& (Hy+ Hy, ) T _ g =1
ih pr ( 0+ t) UoU; ih qt Ur + Ugth qt oUoUr + Uyih pr
(4.142)
Posons
Hy ing(t) = Uy (¢, to) HintUo (t, to). (4.143)
L’opérateur Uy(t,to) vérifie
d
iﬁEU[(t,to) = Hl,int(t)U[(t,to) et U[(to,to) =1. (4.144)
Cela équivaut a I’équation intégrale
ot
Ut to) =1 — | Hyawe()UL(¥, to)dt. (4.145)

h J,

Si l'interaction Hfy int(t) est suffisamment petite, on peut résoudre cette
équation par itération : UI(O) (t,tp) = 1 al'ordre 0;
t

U (tto) =1 - % Hy, it ()t (4.146)
to
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jusqu’a l'ordre 1. En poursuivant les itérations on obtient la solution sous
forme de série perturbative :

.t
1
U[(t,t()) =1- % dtl HI,int(tl)

to

-\ 2 t t1
+ (—3> / dtl/ dty Hr,ing (t1) Hy,int (t2) + -+ . (4.147)
ﬁ to to

Considérons des états propres i) et |f) de Hy indépendants du temps
Hy i) = E; |i) et Holf)=Ef|f). (4.148)

Déterminons 'amplitude de transition ¢ — f de ’état i a Uinstant tg = —7'/2
vers I'état f a I'instant 7'/2. C’est, en désignant par |¢;(t)) I'état a 'instant
t vers lequel évolue |i) = |[¢1(to)),

Sp(T) = (f [6r (T/2)) = (f U7 (T/2, — T/2)]1). (4.149)

En se limitant au premier ordre des perturbations, 'amplitude de transition
est donnée par

T/2
ST <f‘U (T/2, —T/Q)‘ >:——< ‘/ Hy o () dt! 2>
T/2
(4.150)
pour des états orthogonaux ({f |i) = 0). Utilisant
Un(tsto) |i) = e Filt=0)/ Mgy (f1Uy (tsto) = (f| e Prlt=to)/m
(4.151)

et Hiy, indépendant du temps, on a, posant AF = Ey — Ej,

T/2

S)(”t) (T) = _% <f |Hint| Z> / e 3 (t'+T/2) dt/
-T/2

— _9; T iTAE/QhL TzA—ﬁE
= —2i(f|Hint| 7)€ AL (4.152)

Le probabilité par unité de temps AW,_,;(T) pour observer la transition
i — f est

s )|

AWif(T) = ———— = [(f [Hine| ) fr(Ef — Ei) (4.153)
ou
sin _T(L’ i
_ 41 on
fr(z) = T » (4.154)
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F1a. 4.2 — Diagramme de

Feynman.
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On s’intéresse a la limite AW;_,; = Tlim AW;_,¢(T). Montrons que

limfr(z) = 2%5(93). (4.155)

Quand T — oo, fr(z) tend vers 0 sauf si z = 0. Le résultat (4.155) découle
alors de

~ T/2 T/2 o)
/_Oo dz fr(x) =/ d:Uﬁ?T/T/? dt/T/2 el (

T/2 T/2 . o
/ (-t _
ﬁQT/T/Q /T/2 dt /_Oo dxe'n 5 (4.156)
~— —

2w hd (t—t')

Le taux de transition AW;_, ¢ est donc (c’est la regle d’or de Fermi)

2 .
AWij = S-8(Ey = B) |(f [ Hiutl ). (4.157)

4.15.2 Calcul du taux de transition

Le taux de transition de I'état |i) = |a,0) (atome dans I'état 1, (7), pas
de photons) vers 'état |f) = |b,1,4) (atome dans 'état (7)), un photon
dans le mode na de fréquence w,,, vecteur d’onde En et polarisation &),,) est
donné par I'équation (4.157) avec E; = E,, Ef = Ep 4 hwy, et

a, 0>

A(7)

. € 7o o
(f |Hint| Z) = E <b71na A(re) * Pe
ieh

= —— dgre <1na
m

0> : 10;(77@)6@%(77@)7 (4'158)

puisque <1m ‘fp (7%) 0> = 0 (A2(7,) s'écrit en fonction de produits de deux
opérateurs création-destruction qui ne changent pas la parité du nombre de

photons).
(Lo [ 4(7)] 0) = (0 |ana (72| 0)

25 - 2k o
Hoe <0 0>5;ae—2kn"‘e:,/;‘;§ Zr emthnTe (4159
Wn

203w,
Le calcul de la série perturbative (4.147) se préte a une représentation gra-
phique. L’amplitude de transition calculée ici est représentée par le dia-
gramme de Feynman '3 ci-contre. On lit le diagramme de bas en haut (axe
du temps).

Ana ajm

13. Richard Phillips Feynman (1918-1988)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Feynman.html
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Pour un atome hydrogénoide 1), (7.) est localisée :

4regh?
re <L ot ag= 40T 0529177249107 0 m  (4.160)
Z me?2
est le rayon de Bohr 4. Pour I’énergie de transition on a I’estimation
Z2 2
fwn < = 27,211396 Z2 eV (4.161)
47‘(’60@0

- Ze? Z _
de sorte que Z fois la constante de structure

kol < —
R Tel S fresie = 137,085.089 ¢
fine) dans l'intégrale (4.158). Pour Z pas trop grand, on peut faire

e~ iknTe a1 (4.162)

qui est Papproximation dipolaire électrique (cf. section 5.4.7). Cela donne

. / cﬁ < o . o -
<f|Hint|Z> ggg €na pba ou  Ppag = _Zh/dg’relpb(re)vewa(re)-

(4.163)
Le taux différentiel de transition AW,_ ¢ est donc

e pupc? -
AVVZ'—U” = 2775(Eb + hwn - Ea)m no pba| (4'164)

et le taux de transition total ¢ — b s’obtient en sommant sur les états de
photons

e e
Wa—>b = Z 7m2€3kn 5(Eb + ﬁCk — Ea) | €na pba‘ (4165)

On transforme la somme sur n en intégrale

3
(cf. équation (4.54) > <27”> — / 3k = / E2dkdSy,)

Wy = 86 500 / kddechS By + hick — o) |82 - fhal®

e pupw L
B W /koZ |€ka 'pba|2 (4166)

62

ouw = (E, — Ep)/h. Ecrivons W,_,;, = mmpzad”p{;, avec som-
0

mation sur les indices répétés 4, j, ou on a posé

4 = /dﬂkz%sgm = /ko <5ﬂ -7 > (4.167)

14. Niels Henrik David Bohr (1885-1962)



http://www.nobel.se/physics/laureates/1922/bohr-bio.html
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d’apres 'équation (4.58). Le tenseur d* est invariant dans les rotations R';
(on pose k"' = RYk!):

i i o i Llpi 1m
RO RI,,d™ = /ko <RZZRJm5lm_ M)

k2

y kliklj y k/ik/j y
- Jam (- S8 - [ (05 . oy

En matrice RAR = d ou Rd = dR pour toute rotation R ce qui implique
que d est un multiple de la matrice unité d” = K¢§%. On obtient K en faisant

i = j dans (4.167):d“:3K:/ko <5ii—kk>:/d9k(3—1)=8w.

L2
On a donc dY = ?5” et le taux de transition total a — b par émission
spontanée est
Wy = O M |Bhal? (4.169)
a=b = 4meghc 3m?2c? Pba '
On peut donner une autre expression de ce taux en fonction de
Tha = /d3Te¢Z(Fe)Fe¢a(Fe)' (4'17())
ihp,
De la relation [Hpare, 7e] = — Pe on tire
m
. m . im(E, — Ep) . .
Pba = T (b|[Hpart, Te]| a) = —%Tm = — MW, (4.171)

On en déduit une autre forme du taux de transition total a — b par émission
spontanée

e? 4w’ |2

Wy = 22 |7y
@70 Aneghe 3c? [Tba

(4.172)
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5)

Théorie classique du
rayonnement

5.1 Fonction de Green

5.1.1 Reésolution d’équation

Nous voulons résoudre 1’équation d’onde avec second membre

(7)) = 9,0" (7, 1) = () (5.1)

ot on pose ¥ = (20,21, 2%, 23) = (ct,7). La solution est la somme de la

solution générale de I’équation homogene associée et d’une solution parti-
culiere. Nous cherchons ici une solution particuliere. Supposons que nous
ayons trouvé une fonction de Green!, c’est-d-dire une solution G(Z) de
I’équation

[(]G(&) = dW(2). (5.2)

La convolution de G et P,
W(F) = / da’ G(F — &) D(F), (5.3)
est une solution de I’équation (5.1):
(Le@ = [, /d%’G(:E—gE”)(I)(f’) - /d4x’DfG(f—f’)¢>(f’)
_ / e’ 50 (7 — 3B (F) = (). (5.4)

La notation [ | a été utilisée pour souligner que 'opérateur agit sur .

1. George Green (1793-1841)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Green.html

plan complexe k

Imk
k

R
R 10 R

F1a. 5.1 — Contour T'(R).
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5.1.2 Fonction de Green

Nous cherchons une solution de

[(]G(@) = ke R (5.5)
avec les notations: & = (k") = (k°, k), R- T = k,xt. Posons
» 1 _iRE A
G®) = o / &k e FIG(R) (5.6)
On a
>\ 1 4 v _—ikyxt\ A=
(6@ = G /d k (aya e~ihn )G(/i)
_ 1 4 _ vy —ik,xH =
_(277)4/“(( ik, ) (—ik")e “)G()
_ 1 4 —ik,xt AVa
o /dk W VGR). (5.7)
D’ol ! 1
G(R) = R R T om (5.8)
et -
1 e~ thuzt 1 etk-T— ikoz?
)= ——— [ dk = o .

L’expression est ambigué car le dénominateur s’annule. Posons

. 1 00 b - . . eil;F
G@) = oy [ Ao ™ k) o fih) = [dh

Calculons d’abord f(7, ko) pour ko complexe avec Im kg # 0.

o) ikr cos O

f(F,ko):27r/ k:2dk:/ sin 0 df ———

0 0 k iy
2w

== i kdkk k2 (eikr _ e—ikr)

2 /°° k dk m_/‘” kdk iy 27r/°° kdk_ i
Tir \Jy K-k 0 K2—k2 LR RC

(5.11)

Le contour I'(R) est formé de l'intervalle [—R, R] fermé par un demi-cercle
dans le demi-plan Im k > 0 (cf. figure 5.1). Comme 7 > 0,

= lim (5.12)

/oo keikr dk ke ikr dk
—oo k2 — k’2 R—o0 I'(R) k‘2 k‘o
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keik’r keik’r
vaut 2mi fois le résidu de ey = = Fo) U £ Fo) au pole situé dans le
demi-plan Imk > 0. Si Imky > 0, le pole dans le demi-plan supérieur est
en k = kg et le résidu vaut 0" /2. Si Imkq < 0, le pole dans le demi-plan

supérieur est en k = —kq et le résidu vaut e~%*0" /2. On a donc

2
QLeikOT silmky >0
F(7, ko) = r (5.13)

o2 .
== e7or i Tmkg < 0.
,

Posons, pour kg réel,

o2r?
Fo(F ko) = lim f(F, ko £ ie) = %éﬂko’“. (5.14)

e—0t

On en déduit deux fonctions de Green

1 o0 . 2 2 0o )
G:l;(f) = —/ dko e—zkomofi(f», kO) — L/ dko eZkO(_-TO:tT‘)

(2m)* /- @2m)ir )
272
= W%a(—xo +7), (5.15)
soit
Cu (&) = ﬁé(r T et). (5.16)

G4 (%) est la fonction de Green retardée: la source est en ¥ = 0 et
G4 (%) est localisée sur le cone de lumiere futur de la source (r = ct).
G_(Z) est la fonction de Green avancée : G_(7) est localisée sur le cone
de lumiere passé de la source (r = —ct).

D’apres I’équation (5.2), qui a la méme forme dans tous les référentiels,
on s’attend a ce que les fonctions de Green soient des invariants scalaires
dans les transformations de Lorentz orthochrones:

Go(7) = Go(3"). (5.17)

On peut en effet écrire 'expression presque explicitement covariante
1
G+(7) = Q—H(ixo)é(f- 7) (5.18)
T

ou la fonction de Heaviside 2

1 siu>0
Ou)=<¢ 0 siu<0 (5.19)
arbitraire siu =0

2. Oliver Heaviside (1850-1925)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Heaviside.html
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ne sert qu’a sélectionner le cone de lumiere futur ou passé de I'origine. On
montre I’équivalence des formes (5.18) et (5.16) en utilisant la relation

o(r —r;)
(f(r)) = 5.20
1) = (520)
ou la somme porte sur les racines r; de I’équation f(r) = 0.

1 1 o(r—ct)  6(r+ct) 1
+005(r2 — 242) = 440 — _
o VTN = ) = b0 | =5+ T a0 F )
(5.21)

Remarquer que, comme pour la fonction 6™ (%) (cf. équation (1.103)) ou
encore comme pour une fonction f(z - Z), les fonctions de Green (5.16))
gardent la méme expression dans tous les référentiels (en général, la forme
d’une fonction scalaire change avec le référentiel comme dans ’exemple apres
I’équation (1.98)).

5.2 Potentiels retardés

Nous voulons déterminer le quadripotentiel A% en jauge de Lorenz cor-
respondant au quadricourant 7. On cherche une solution de

(A% = o j° (5.22)

vérifiant la condition de Lorenz
0, A% = 0. (5.23)

Portons la fonction de Green retardée (5.16) dans (5.3):

@) = po [ a6 = #0j°(@) = po [ '’ 6@ (@ - 7).

(5.24)
Cette solution vérifie automatiquement la condition de Lorenz:
D0 A%, (T) = po / d*z’' G (2 0aj(Z—T') =0 (5.25)
en vertu de la conservation du courant. On a
Mo/d4 g ﬁ,|a<|f— P = elt — ) 4 )
e / (ct') —cat+ |7 =), t') (5.26)
4t 7 _”| ’

soit

R 140 1 s 7=
Aler (T3 1) = g/d?’w’ P J‘”<r’,t— | ; |>. (5.27)
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C’est le quadripotentiel retardé : le quadripotentiel au point 7 et a I'instant
t s’écrit en fonction du quadricourant au point 7" a Iinstant retardé t — R/c
(R = |F—7"]), le retard étant le temps que met la lumiére pour aller de 7/
a 7. La solution générale de (5.22) est

AY(Z) = Af(Z) + AL (D) (5.28)

ret

ou Af (%) est une solution de I’équation d’onde homogene et A%, (Z) est
donné par ’équation (5.27). Si les sources sont localisées dans ’espace-temps

(j*(7,t) = 0 pour t < tg), le quadripotentiel retardé s’annule pour ¢t < g et
AY(Tt) = Af (T, 1) pour t < to. (5.29)

Dans une expérience on soumet un systéme (une antenne) initialement au
repos a un champ électromagnétique excitateur. Le quadripotentiel est alors
donné par (5.28). La partie Af} décrit le champ électromagnétique excita-
teur d’apres (5.29) et le quadripotentiel retardé décrit le rayonnement émis
par 'antenne. Dans la suite, nous utiliserons uniquement le quadripotentiel
retardé.

5.2.1 Courant stationnaire

Pour un quadricourant indépendant du temps, ’équation (5.27) donne

1 =2/
o(7) /d3x’ p(r) (solution de ’équation de Poisson), (5.30)

" dre |7 — 7|
Tl =1
A(F) = Z—; /d3m' |7;](_TF),| qui vériie  V-A=0.  (5.31)

5.3 Charge ponctuelle en mouvement

5.3.1 Potentiels de Liénard-Wiechert

Nous voulons déterminer les champs créés par une charge ponctuelle ¢
en mouvement de coordonnées &9 = ct et £(t).
Le quadricourant est donné par (1.55) et le quadripotentiel par (5.26)

AR(71)
1 o 48
_ an L s o B) (@1 _ £
po [ d 4 |F—F1/|5(‘T " ‘ c(t —t7)) o (T (t )) dt”
oo (4 1 r— _;(t”
= %/ dt" dg (f ) d slt" —t+ (5.32)
ar | o e’ g gy ¢
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La figure 5.2a représente ’espace-temps avec une dimension spatiale sup-
primée. La ligne d’univers de la charge ponctuelle (de masse # 0) coupe le
cone de lumiere passé de M (point d’observation 7, t) en exactement un
point, ’événement retardé R, de coordonnées t’, 5 (t'). Le temps t’ est ap-
pelé le temps retardé.

La figure 5.2b représente M et R dans l’espace tridimensionnel spatial.

Le temps retardé est déterminé par 1’équation

—

r=&(t')

' —t+ = 0. (5.33)

F1aG. 5.2 — Temps retardé.

FiG. 5.2a — Dans Fi1G. 5.2b — Dans [’espace

l’espace-temps. ordinaire.

Revenons & Péquation (5.32). L’argument f(t") =t —t+ |[7— £(t")|/c de
la fonction delta s’annule seulement pour t” égal au temps retardé t’. Pour
effectuer 'intégration sur t”, on utilise ’équation (5.20)) et on considere 7

et ¢ fixes:
5t —t)
" _
R
()
Gy ) o)
dt” - cdt” P E(t”)
df(t”) -
= 1—-n-0". .34
i, i 3 (5.34)
On a posé
R’ = -
n = 7 ot R'=7—£&(t) joint la position retardée R au point M
o =/ d y "
B = % = fcgt’) (U est la vitesse au temps retardé). (5.35)
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On obtient les potentiels de Liénard?- Wiechert® :

o o dg* ., q
Ay =0y 5.36
(7 1) = — | |aEn =t T )
47T€0R,_RC'U 47TR,_RC"U

On peut écrire une forme explicitement covariante de (5.36) en fonction de
u'* (quadrivitesse au point retardé R) et de y# = a# — a'* = (c(t — t'), R')
(quadrivecteur W) Dans un référentiel comobile avec la particule au
temps retardé, y#u), = ¢*(t—t') = cR' et (5.36) se réduit & AY = pgcq/4m R,
A" = 0. On a alors 'écriture

lx

Coq u
A%(2?) = —, (5.38)
47 yﬁuﬁ

qui est explicitement covariante.

5.3.2 Champs E et B

Les champs Eet B peuvent s’obtenir par

Lo L L A
B=VAA, E:—w—%—t. (5.39)

Le calcul est assez fastidieux parce que les équations (5.37) font intervenir
le temps retardé qui doit étre considéré comme une fonction implicite t’ =

ot' (7, t
t'(7,t) donnée par '’équation (5.33). On a besoin de Oit’ = (87; ) et de
0;t'. Différentiant R’ —ct +ct' =0 on a
D! ap! D! (g7 3 g4
% cdt +edt = & (d%, T it + et =0,
R’ R’ dr
c(l— e )dt':cdt— o

On utilise le calcul tensoriel tri-dimensionnel (métrique d;;, R;- = R =

xl = &I(t)).
/
8tt/ - ﬁ, 8Zt, - — Ri_’, =, .
. R'-3
1-— T cR' <1 - R )

3. Alfred-Marie Liénard (1869-1958)
4. Emil Wiechert (1861-1928)

(5.40)



http://www.annales.org/archives/x/lienard.html
http://www.uni-geophys.gwdg.de/~eifel/Seismo_HTML/wiechert.htm
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Pour simplifier, nous allons calculer E et B dans un référentiel comobile avec
la particule au temps retardé. On a 8’ = 0 mais en général 1’accélération

retardée @’ = ¢’ # 0. On a besoin de

ot =1, ot = —ﬁé,, OR; =0, R =065 OB =0,
i3} = —%7 % (B;R;) = 53R37 (B R}) = _%7
QR =0, R = —cot — %‘, O(R —R'-G"Y=—-3 R
oure -0 = (1+ 28,
06 = (R~ R ) = 47;16?;,3 <1 i f') ,
B; = eijk0; Ay = eijk%ajﬁ]/g = _eijk%-

D’ott les champs E et B dans un référentiel comobile® (|3’ =0)):

_, q R’ 1 S L
B (B me-d]
3
47;60 gl C]-R/ (541)
o - - a2/

~ dme [R’2 TR (n/\ﬁ )}’
B’_ Hoq Z 1, E‘ 5.49
——47rR/n/\ﬁ—En/\ . (5.42)

Le champ est la somme du champ coulombien en R'~2 d’une particule im-
mobile .
q n )
— B=0 5.43
4meg R? (5:43)
et, si 'accélération retardée a’ n’est pas nulle, du champ de rayonnement en
Rl—l

E =

inE. (5.44)

_'_ lu’oq—» — =/ _"_
E—47rRln/\(n/\a), B=

E= 1_
dmeo(l — B - 1M)3

’Y’QR/Q cR’

B 1ﬁA([ﬁ—ﬁ']A§')}7 é:%ﬁAE.
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5.3.3 Formule de Larmor

On considere un référentiel d’inertie K = Max%z'2?2® (cf. figure 5.3)
défini par: M est le point d’observation ; le référentiel K est comobile avec
la particule & Iinstant retardé; i est suivant Ma?3; accélération retardée
@’ est dans le plan Maz'a® et fait I'angle 6 avec 7. Pour les champs de
rayonnement, on a

&

E||Mz!, B|Mz?> e B==. (5.45)
C

Le tenseur énergie-impulsion du champ 7T, clfllzxmp (3.63) s’écrit au point M
dans le référentiel comobile K :

u 0 0 u
0 0 0O 1
W _ -
Tchamp - 00 0 0 + O <R,3> (546)
v 0 0 wu
ou )
_ 2 _ ,U/()q ) 12 2
u= el = ¢ (47rR’ a'“sin“ 6. (5.47)

On a utilisé les champs de rayonnement (5.44) en négligeant, dans la limite
R’ — o0, le champ coulombien (5.43) ainsi que les autres champs du systéme
qui créent le mouvement de la particule. Soit Wg ’énergie et ﬁB la quantité
de mouvement de la boule de rayon R’ centrée sur la position retardée R de
la particule correspondant a I’événement M. Remarquant que la position
retardée R reste la méme pour tous les points, pris au méme instant dans
K, de la sphere de rayon R’ centrée en R, on a, d’apres (3.74) et (3.75)

dWp dP
dPgs B P q2a’?sin’ 6 B
el /dQR un = /dQ T6m2coct n=0 (5.49)
ol dP 2 12 o3 29
A _ G .\ p2 2 _ a sm
0= (S-M)R* =cuR I dn (5.50)

Fic. 5.3 — Champ de rayon-

nement.
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L’interprétation de (5.48) est que la particule rayonne une puissance par
unité d’angle solide

dP q%a’”? sin?6

i e 5.51
dQY  4dmege® 4m (5:51)

Les champs au point M correspondent localement a une onde se propageant
suivant 77 et polarisée dans le plan contenant M et 'accélération retardée
a’. Une particule en mouvement uniforme ne rayonne pas (@’ = 0). En
intégrant (5.48) sur les angles solides, on obtient la puissance rayonnée

2 q a’?
ds2 formule de Larmor ). 5.52
/ ( > 3 dmegc3 ( ) (5.52)
Désignons par m la masse, p’* la quadriimpulsion et 7/ le temps propre de la
un
particule au moment retardé. Dans le référentiel comobile ; — = (0,ma M.
T

On peut donc écrire la formule de Larmor sous la forme

P = —gm WF (généralisation relatiViSte). (553)

Nous allons étendre la validité de cette formule (qui n’a été démontrée que
dans le référentiel comobile K). Dans un référentiel quelconque K7, nous
définissons la puissance rayonnée par la limite quand R' — oo

dWp

P = lim —
R — o0 dt’

(5.54)

ou dWp est la variation d’énergie dans K7 de la boule B (la méme que plus
haut: B est une boule dans K) pendant Uintervalle de temps retardé dt’
(mesuré dans K7). Avec cette définition, I’énergie rayonnée totale mesurée
dans K7 est donnée par

Wit = / P at (5.55)

qui est commode parce que P’ s’écrit en fonction du temps retardé ¢'. Dans
le référentiel comobile K, dt’ = dr’ et P = P’. Toujours dans le référentiel
comobile K, les équations (5.48) et (5.49) montrent que le quadrivecteur

dply [ dWp dPg P
= ,— | s’écrit | ——,0 |, soit
dr cdr’ " dr’ ! c
dpg _ P dg"
dr’ 2 dr
L’expression (5.56) doit étre covariante : cela implique que P est un scalaire.
Dans le référentiel K1, en utilisant la composante temporelle de (5.56), on a

~

(5.56)

6. Sir Joseph Larmor (1857-1942)


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Larmor.html
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0 ! 10 !
—dCI;/IB = _Cil{]j-l? % = ddi_, i;/ = P. La définition (5.54) donne P’ = P et
la formule (5.53) est la puissance rayonnée dans un référentiel quelconque.
Dans un référentiel ou la particule est non relativiste on peut utiliser la
formule de Larmor (5.52), Paccélération retardée @’ ayant la méme valeur
que dans le référentiel comobile.

5.4 Distribution de charges quelconque

5.4.1 Décomposition spectrale des potentiels

On fait une analyse de Fourier temporelle. On écrit pour le quadricourant

=

J# = (pe, J)

GH(F, ) = / dw 1 (7)e ™! (5.57)
et, inversement,
1 [ ,
) = / dt (7, ). (5.58)
2 J_ o

Comme jH(7t) est réel, on a jL*(7) = j* (7). Les autres champs sont
décomposés de facon analogue. Portons (5.57) dans le quadripotentiel re-
tardé (5.27)

7

) =B [t o [ do et
D=4 | P L W

_ / T dw AP et (5.50)

— o
! | |/
o ,UIO 3 eZUJ r—r C ) .
En posant on a:
1 etk
M) = d*’ 7! 5.61
¢W(r) 47'('60/ x |7:»_ 7:»/‘ pw(r )7 ( )
k||
P Mo [ ,€ 2
AL(F) = e /d x P Jo (7). (5.62)

5.4.2 Décomposition spectrale de E et B

On a
_ - A e .
E(Ft) = —v¢—%—t= / dw E,,(7)e™ ™", (5.63)
B(fit) = VAA= / dw B, (7)e” ™, (5.64)
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E,(F) = —Vou(7) +iwA,(F)
. 1 N eik|r—r\
= wA,(T) — Bz po(F)V, | (5.65)

B,(f) = ﬁAXw(f)zi‘—;

5.4.3 Zone de rayonnement

M
F1G. 5.4 — Zone de rayonne-

ment (ou zone radiative).

Les sources sont localisées dans une région de dimensions a autour de
O (cf. figure 5.4). On observe les champs au point M a la distance r de

—
O (¥ = OM). On s’intéresse au rayonnement de fréquence v = ¢/A. On se
place dans des conditions telles que

et (zone de rayonnement). (5.67)

Les expressions (5.65) et (5.66) contiennent, avec R = #— 7 (cf. figure 5.4),

. eikR eikR eikR .
~—— \IB,./

On s’intéresse au rayonnement de la source, lorsque le terme 3 en R™2 est
petit devant le terme o en R~'. On suppose donc que kR >> 1 ou, de facon
équivalente, R > A. On suppose de plus que les dimensions de la source sont
petites devant la distance r, mais on ne fait pas pour le moment d’hypothese
sur les grandeurs respectives de A et a. On a alors (on pose 7/ = ]%/ R et

i ="7/r)
L [eikR kR kR
Vr[ 7 ] ~ ik 7 V.R = ik 7 i’ [d’aprés R > \]
kR L [eikR
~ ki I = ik [ 7 ] [d’aprés R > a

(5.69)
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en posant k = kii. On peut donc faire I'approximation V, ~ ik dans la
zone de rayonnement. En pratique, on transcrit les équations entre champs
spatiaux-temporels E(F, t), etc. en équations entre composantes spectrales
E,(7), ete. par les régles

V, — ik et % — —iw. (5.70)

Ainsi, les équations (5.65) et (5.66) dans la zone de rayonnement
E(F) = —ik¢y,(F) +iwA,(F) et Bu(F) =ik NAL(F)  (5.71)

transcrivent les équations (1.10).
La condition de Lorenz (1.12) se transcrit en

i AL () - i-‘j%(f) —0. (5.72)

—\

Elle permet d’exprimer ¢, (7) en fonction de A, (7)

(7)) = e - Ay (7). (5.73)

<

On en déduit, d’apres (5.71), que E,(7) = iw [/L(F) - (ﬁ . ffw(_’)) ﬁ] soit

B,(P) =ik NA,(F) et E,(F) = cBy(F) Afi. (5.74)

Cette derniere relation transcrit d’ailleurs '’équation de Maxwell (1.2) dans

le vide. Les vecteurs (EM(F),EM(F),ﬁ) forment donc un triedre direct et

Ew = cgw comme dans une onde plane. La direction de Ew est la direction
orthogonale a 7 dans le plan (7, A, (7)).

5.4.4 Composante A, (7)

On peut encore simplifier I’équation (5.62) en faisant approximation
(on utilise R > a)

eik|F—F’\ eik(r—f’/ﬁ) ikr

~ _ (& ik
B e (5.75)

On obtient

A7) =H0¢ / dBa’ e~ T (7). (5.76)
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Cas a2 A

On peut préciser, lorsque a 2 A, la condition R > a de la fagon suivante.
Le développement limité

2 21 =\2 13
S Lt =) r
-7 =r—-7- ——+ 0| —= 5.77
‘r T ‘ r—r N+ or + <r2> ( )
montre que l'on a négligé dans (5.75) un terme de phase de l'ordre de
7“,2 _ (77/ . ﬁ)2 ka 2
k—————————— ~ , pour O au centre de la source. On considere gé-

2r 8R’
néralement que ce terme est négligeable devant le terme de phase k7’ -7, qui

varie de l'ordre de ka 2 277 s’il reste inférieur a 27/16. La condition R > a

¢ 27T a? e 27r "
insi préci n——— i
est ainsi précisée e N8R S , SO
. 2a?

est la distance de Fraunhofer.

5.4.5 Energie rayonnée

Considérons le cas d’une oscillation limitée dans le temps qui donne lieu
a un spectre continu de fréquences. Le vecteur de Poynting est

_— / dw / dw' By (7) - By (7) e @)t (5.79)
Ho J—o —00

L’énergie totale rayonnée dans ’angle solide df? est

AW = / dt S(7,t) - (R r2dQ)

2 QO _; _; [e%S) ] ,
:crd / dw/ dw' B, (F) - (f’)/ dt et

276 (w—+w’)

| B B

B 2er2dS)
Ho

27er2dS)
Ho

| Bt But) -

en utilisant que B(7,t) est réel (BX(F) = B_,(7)). Posons

O?’W  dme ‘B» ‘2

5005~ o (5.80)

7. Josef von Fraunhofer (1787-1826)


http://www.fraunhofer.de/fhg/EN/company/history/joseph/His_Life.jsp
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(énergie par angle solide et élément spectral w > 0). On a (noter qu'on
integre sur les fréquences positives seulement)

aw *° 0*wW aw
_ — [ao (" 81
70 ; dw 5000 et w /d <dQ> (5.81)

pour I’énergie totale rayonnée.

En résumé, on obtiendra I’énergie totale rayonnée (5.81), sa distribution
angulaire (5.81) et ses éléments spectraux (5.80), qui bien stir ne dépendent
pas de r, a partir de la densité de courant J (7,t) par les étapes suivantes :
calcul des composantes J,,(7) par (5.58), A,(7) par (5.76) et de B, (7)
par (5.74).

5.4.6 Sources périodiques de période T

Pour un systeme de sources périodiques, les décompositions spectrales
sont des séries de Fourier. On écrit par exemple (woT" = 27)

JFt) = ) Jn(Fe ot (5.82)

- 1_ r .

Jo(F) = 7 / dt J (7, t)e™ ot (5.83)
0

Les relations linéaires (5.74) et (5.76) établies pour les composantes spec-
trales w restent valables pour les composantes spectrales n en posant w =
nwy. Le vecteur de Poynting est

N L o0 0

a cn, = =3 cil ., . .

Stt)=—(B-B)=— Y Y Bu() Bp(r)e "tmwol (5.84)
Ho Ho == ==

On s’intéresse souvent a des moyennes temporelles. La moyenne temporelle

du vecteur de Poynting est

T
_m S B(#) - B. (7 l dt e~ H(ntm)wot
S S BB & [ e
N (%)
ch . _,
= Z Z By (7) - By(7)0n, —m
MO n=—oo m=—oo
cn - - 207 o= | = 2
=— 7) - B_,(F¥) = — ‘B 7 ‘
0 n(7) + By (7) MOZ n(7)
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car la composante B, (7) pour n = 0 est nulle d’aprés (5.74) (k = 0 pour
n = 0). La puissance moyenne rayonnée par angle solide est

(5.85)

5.4.7 Approximation dipolaire électrique

Nous considérons une distribution de charges qui est de petite dimension
comparée a la longueur d’onde A\ (on s’intéresse aux composantes spectrales
des champs pour une pulsation w donnée). En plus des conditions (5.67)
(zone de rayonnement) nous faisons donc I’hypotheése

(5.86)

On peut interpréter cette condition lorsque les charges ont un mouvement
périodique de période T'. Leur vitesse est alors de ’ordre de

a a

v = e et donc (5.87)

c’est a dire que le mouvement des charges est non relativiste.

On peut aussi écrire la condition a < A sous la forme . Dans
Pexpression (5.76), on peut donc effectuer un développement en série de
e~k (ki - 7| < ka < 1). On obtient

ikr .
T o= Ho € (_Zk)p/ 3.1 (= =N\pT (=
A (F) = — E P IL(T). .
(7) e 2 ol d’x’ (- 7P I, () (5.88)
po_(ka)?

Ja® en notant par J lordre de

Le p-ieme terme est de 'ordre de —
dmr  pl

grandeur du courant. Il est clair que pour ka < 1 les termes successifs du
développement (5.88) décroissent rapidement.

L’approximation dipolaire électrique consiste a ne garde que le premier
terme du développement (5.88):

o o Lo ez’kr .
e A= [edle 6s)

Oscillation limitée dans le temps

Pour une oscillation limitée dans le temps portons dans cette expression
le courant J d’un systeme de N particules (la particule a de charge ¢, est
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située en &,(t) et se déplace & la vitesse V,(t) & I'instant ¢):

N
T = Y aVa)s® (7= &)
a=1

- 1 [ - .
Jo(7) = dt J(7,t)e™"

Pz

ikr 1
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00 N
T _ Moe iwt 3./ ¥ @) (= &
Aw - i o aVa — Sa
) = B [ e [ AL (7~ &)

ikr 1 00 N

Ho € jwt 3
= — — dt e*” Va(1).
dr r 2w J_o ¢ an alt)
a=1
Il apparait la dérivée du moment dipolaire électrique
N N
d= Z Qaga(t)> d= Z QaVa(t)
a=1 a=1
On a .
. Lo etkr 1 0 ot
(F) = — — dte"'d
v AT r 21 J_
soit
ikr
— s MO 67' —
A =g |d
W( ) 4 r w

w

L’énergie par angle solide et élément spectral, équation (5.80), est

CW _ 1o |5

900w dme " [JL

‘2

ou, en introduisant I'angle 6 entre 77 et [J } ,
w

’rw 1
0NOw  4mepc3

ano [d] |

iy
w

Systéme oscillant

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

Pour un systéeme oscillant a la seule pulsation wg, on pose (en suivant la

notation de (5.82))

-

d= d_ie—iwot + d_:feiwot = 2Re [jle—iwot] )

(5.97)
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Un calcul analogue aux équations (5.90) a (5.93) conduit maintenant &

Ay = e [5’]1. (5.98)

4w or

et la puissance moyenne rayonnée par angle solide est donnée par 1’équa-
tion (5.85), la somme se limitant au terme n = 1,

deoy 2¢c 4 ‘ SYNE: o |- =012
Wmoy _ 2€,2 | 5 ‘ - ‘ A M , 5.99
dQ ,uor 1) sn2e | 1 (5:99)

soit
deoy 1 .92 =12

- 0 ( [d] ( 5.100
dQ 8m2egc3 St 1 ( )
avec [cf ] L= —1iWo [cf _ L= —w%cii. La distribution du rayonnement en fonc-

tion de la direction est donnée par le facteur .
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6

Intégrales de chemin

6.1 Introduction

Dans les formulations initiales de la Mécanique Quantique, dues a Schro-
dinger et Heisenberg, la fonction d’onde (notée (7, t) pour une particule) est
I’objet de base étudié. Au lieu de la fonction d’onde, on peut prendre pour
objet de base le propagateur noté K(a,b) ou K (74, tq, 7, tp) (@ = (7o, ta),
b = (7, tp)). Le propagateur K(a,b) représente I’amplitude de probabilité de
trouver la particule en 7, a I'instant ¢, si elle se trouvait localisée en 7} a
Pinstant t, (t, > tp).

Feynman a découvert que le propagateur s’exprime comme une intégrale
sur tous les chemins ¢(t) allant du point b au point a de 1'espace temps:

K(a,b) :/ Dy eSla/h (6.1)
b

ou S[q] est laction classique de la particule le long du chemin ¢. La si-
gnification de la notation de l'intégrale de chemin fba Dq sera expliquée
plus loin. L’expression (6.1) permet de donner une troisieme formulation
de la Mécanique Quantique, équivalente aux formulations de Schrédinger et
Heisenberg. Par suite de ses treés nombreux avantages cette formulation en
intégrales de chemin est considérée comme étant ’approche « moderne » de
la Mécanique Quantique. Toutefois l'intégrale (6.1) est tres difficile a cal-
culer et 'approche de Schrodinger garde toute sa valeur pour des systemes
simples (par exemple atome d’hydrogene).

Dans ce chapitre, nous allons déduire 'équation (6.1) du formalisme
habituel. Pour simplifier on se limitera a une particule non relativiste et a
une dimension (7 est remplacé par x).
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6.2 Propagateur

6.2.1 Définition

On considere un hamiltonien
H(t)=—+V(z,t 6.2

décrivant une particule quantique non relativiste de masse m a une dimen-
sion. Le potentiel V(x,t) peut dépendre du temps t¢. Les notations &, p
servent a distinguer les opérateurs des simples nombres x, p. L’opérateur
d’évolution U(t,,t,) permet d’obtenir la fonction d’onde dans le point de
vue de Schrodinger ¢ (x,t,) a 'instant ¢, en fonction de la fonction d’onde
(x,tp) & linstant tp:

+oo
1/}(:13a, ta) = / <xa‘U(ta, tb)|$b>1/}(:lib, tb) d:IZb (63)

—0o0

(cf. équation (4.8)). On définit le propagateur par

Ta|U (ta, )| sity, >t
K(a,b) = K (2, ta, 7o, 1) = (zalUltasto)| ) sita 2t (6.4)
0 sinon.
Mathématiquement, le propagateur est un noyau intégral :
—+00
”(ﬁ(.fm ta) = K(a, b)¢(xb, tb) da;b (ta > tb). (65)
—00

Si la particule est localisée en x;, a l'instant ¢;, sa fonction d’onde est
Y(z,tp) = 6(x — xp) et Péquation (6.5) donne ¢(zq,tq) = K(xqa,ta, o, ts)-
D’apres Uinterprétation de la fonction d’onde, le propagateur K (a,b) repré-
sente donc 'amplitude de probabilité de trouver la particule en x, & I'instant
tq si elle se trouvait localisée en xp, a U'instant t, (t, > t). Plus brievement
on dira que K(a,b) est Pamplitude de probabilité de la particule pour aller
debaa (tg > tp).

L’équation (6.5) s’exprime en termes physiques: 'amplitude de probabi-
lité pour que la particule arrive en a est la somme sur toutes les valeurs de
xp de Pamplitude de probabilité que la particule se trouve en b (¢(xzp,t))
multipliée par 'amplitude de probabilité qu’elle a d’aller de b a a (K (a,b)).

6.2.2 Equation différentielle

Nous utiliserons les équations (4.9) que nous récrivons

(z’ﬁ% - H) (z|U(t,t")]z") =0 (6.6)
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(Popérateur H agit sur la coordonnée x) et
Ut,t)=1 soit (z|U(t,t)|a") = 6(z — ). (6.7)

On en déduit, avec la définition (6.4), que si ¢ tend vers ¢’ par valeurs
supérieures on a:
lim K(z,t,2',t') = §(x — ). (6.8)

t—t/+

Pour obtenir une équation différentielle récrivons (6.4) sous la forme
K(z,t,2' ') = (z|U(t,t)]|=")0(t — 1) (6.9)

ou 6(u) est la fonction de Heaviside (5.19). En appliquant (:h0/0t — H) a
cette équation il vient :

a0(t — t')
ot
= ii(z|U (L, t)]2")6(t — ') (6.10)

<z’ﬁ% - H> K(z,t,2',t') = (z|U(t,t')|2")ih

soit

<z’ﬁ% - H> K(x,t,2',t') = ihd(z — 2")5(t — t'). (6.11)

C’est une équation différentielle inhomogene en x et ¢ avec une source loca-
lisée en (z', t'). Par analogie avec la section 5.1, le propagateur K (z,t,2',t")
est aussi appelé fonction de Green (avancée).

6.3 Propagateur libre

6.3.1 Calcul

On considere une particule libre de masse m a une dimension d’hamil-

tonien
]52
Hy=—. 6.12
0=5 (6.12)

L’hamiltonien est indépendant du temps. On a (cf. équation (4.11))
Ut,t) =U(t —t,0) = e P*(t=t)/2hm (6.13)

Le systéme est aussi invariant dans les translations en x. Il en résulte que le
propagateur ne dépend que de x — 2’ et t — ¢t':

Ko(z,t,2',t') = Ko(z — 2',t = t',0,0). (6.14)
Introduisons les vecteurs propres | p> de p:

(z|p) =™/ plp) = p|p). (6.15)



120 6. INTEGRALES DE CHEMIN

Leur normalisation est donnée par

ol = ol ([ el el ) Ity = [ 0 e < 2t )

~~

1

(6.16)
et la relation de fermeture par

+oo
/_ N % p)(p| = 1. (6.17)

Calculons

/ —ip2t m oo d /
(a0 =0) = (ol ([ Ipp)o)) ! = 0)

+oo +00 )
:/ dp eipx/ﬁe—itp2/2ﬁm:/ dp 6—2’;;(;)2—2;7%)
oo 2mh

ima? T dp it ma\ 2
_eXp< ont >/_Oo 2rh P <_2ﬁm (p_ T) > (6.18)

ou la derniere expression s’obtient en complétant le carré dans I’exponen-
+oo
2
—au

tielle. Il apparait une intégrale gaussienne de la forme / due qui
— 0o

vaut /7 /a pour a > 0. L’intégrale est aussi définie par continuation analy-
tique pour a = pe? avec p > 0, |§| < 7/2. Nous écrirons (convention pour

Va) N
/ due " = \/E = \/?e_w/Q. (6.19)
oo a p

On peut terminer le calcul (6.18):

PR ¢ 2mhm ima?
(z|U(t,0)|z" = 0) = 57\ exp< T ) (6.20)

D’ou 'expression du propagateur libre

Ko(w.t,/, ') = M) ot—1t).|  (6.21)

M
2rht—t) P\ T2ni — 1)

6.3.2 Discussion physique

Le propagateur

m ima?
Ky(z,t,0,0) = 1/i27rht exp < o7t ) 0(t) (6.22)
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représente "amplitude de probabilité que la particule arrive en a = (z,t) (a
I'instant ¢ > 0) si elle était initialement localisée & 1'origine b = (0,0) (=’ =0
a linstant ¢ = 0). La probabilité P(z)dx de trouver la particule entre x et
x + dx a l'instant ¢ est donnée par:

mdx

P(z)dz = |Ko(z,t,0, 0)‘2dx =5

(6.23)
C’est une probabilité relative puisque f_t;o P(z)dx diverge. De facon clas-
sique (cf. figure 6.1), la particule qui arrive en a = (z,t) a une quantité de
mouvement ma

p=—-.

; (6.24)

La probabilité (6.23) s’écrit

dp
P(x)dx =
(z) 27h
et correspond donc au fait que toutes les quantités de mouvement de la
particule sont équiprobables. C’est en accord avec le principe d’incertitude

pour une particule libre initialement localisée en b = (0, 0).

(6.25)

R R

T t
(IR

FiG. 6.3.

Fic. 6.2.
La partie réelle

[ m ’I’)’LLITQ s
R(ZIJ,t) = % COS <2—ﬁt — Z) H(t)

du propagateur (6.22) est représentée sur la figure 6.2 en fonction de x pour
t > 0 donné et sur la figure 6.3 en fonction de ¢ pour z donné.

Pour t fixé et x variable assez grand, le propagateur correspond & une
onde quasi-sinusoidale de longueur d’onde A. On détermine A (A < z) en
écrivant

(6.26)

m(z+M\)?  ma?

_ — o
2t ont "

(6.27)
D’ott mxA/ht ~ 27 et

o
p

h
A > avec p=—"-: (6.28)

b r x+dx

Fic. 6.1 — Trajectoire clas-
sique d’une particule initiale-
ment en b = (0,0).

Fic. 6.2 — Le propagateur
en fonction de x pour t fixé.
On a représenté sa partie réelle
R(z,t); sa partie imaginaire
est une courbe analogue telle
que le module du propagateur

est constant.

Fic. 6.3 — La partie réelle
du propagateur en fonction de

t pour z fixé.
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Fia. 6.4 — Loi de composi-

tion.
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C’est la formule de de Broglie! reliant la longueur d’onde et la quantité de
mouvement d’une particule.

Pour x fixé et t variable assez grand, le propagateur correspond a une
vibration quasi-sinusoidale si on néglige les variations du facteur en 1/+/.
On détermine la période T' correspondante (T° < t) en écrivant

ma? ma?

— =2 6.29
ot —T) 2t " (6:29)

2T 4rit?
soit _mys o et T~ — On a dongc, en introduisant 1’énergie F

2ht(t — T) ma?

de la particule,
h ma? P>

T = E avec E = W = % (630)

On retrouve la relation F = hw entre I’énergie et la pulsation w = 27 /T.

6.4 Loi de composition

La loi de composition (4.10) de 'opérateur d’évolution U (t,t’) implique

la loi pour le propagateur
+00
K(a,b) = K(a,c)K(c,b)dz, (ta > te > tp). (6.31)
—0o0

Le produit K(a,c)K(c,b) représente 'amplitude de probabilité de la parti-
cule pour aller de b a ¢ = (z,t.), puis de ¢ & a (régle du produit des ampli-
tude de probabilité pour des événements en succession). L’équation (6.31)
s’énonce : 'amplitude de probabilité de la particule pour aller de b a a est
I'intégrale sur toutes les valeurs de z. de I'amplitude de probabilité pour
aller de b a ¢, puis de c a a.

I1 est possible de réitérer la loi de composition (6.31):

K(a,b) = / / K(a,2)K(2,)K(Lb) deides  (ta > s > 11 > 1y).
xr1 T2
(6.32)
Le terme K(a,2)K(2,1)K(1,b) se lit de droite a gauche; c’est 'amplitude
de probabilité de la particule pour aller de b a 1, puis de 1 a 2, puis de 2 a
a.
On peut poursuivre le processus de sorte que l'intervalle de temps est
divisé en N intervalles infinitésimaux € (t, —t, = Ne¢) (cf. figure 6.5). Posons

to=1p, ti1=tog+e€ to=1tg+2 ...,
tn =to+mne, ..., ty=to+ Ne=1t, (6.33)

1. Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987)


http://www.nobel.se/physics/laureates/1929/broglie-bio.html
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Le propagateur K (a,b) se décompose en introduisant les N — 1 événements
intermédiaires 1, 2, ..., N —1:

K(a,b)Z//m/m /K(a,N—l)K(N—1,N_2).--K(n+1,n)---

1 X2 n ITN-1

x K(2,1)K(1,b)dz1dxe -+ - dxy - - -dey—1  (6.34)

avec
ta > N1 > > gy Sty > >ty >t > b (6.35)
Le produit
N-1
oy =K(a,N—1)---K(n+1,n)---K(1,b) = [[ K(n+1,n) (6.36)
n=0
t g
€ 7
€ 6
€ 5
€ 4
€ 3
€ 2
€ 1
W
Ty xr1 Tq T

est 'amplitude de probabilité de la particule pour aller de b a 1, puisde 1 & 2,
...puisden an+1,...puisde N—1 a a. Le propagateur K (a,b) s’obtient en
intégrant ¢ sur les N — 1 coordonnées intermédiaires. Dans la limite N —
o0, le produit ¢ devient 'amplitude pour que la particule suive un chemin
donné allant de a a b et les intégrales sur les coordonnées intermédiaires
deviennent l'intégrale de chemin. Nous utiliserons ’équation (6.34) pour
dériver I'expression de Feynman (6.1).

6.5 Intégrale de chemin

Nous considérons l'expression (6.34) de K(a,b). Nous allons d’abord é-
valuer le propagateur pour ’évolution pendant le temps infinitésimal e entre
les points n et n + 1:

K(n+1,n) = <mn+1|U(tn + €, tn)‘xn> (6.37)

Pour I'hamiltonien (6.2) dépendant du temps I’équation (4.11) n’est pas
d
valable. Toutefois en intégrant ihaU(t,tn) = H)U(t,t,) et Ultp,ty) =1

Fic. 6.5 — Réitération de la
loi de composition pour des in-

tervalles égaux.
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A des termes en €2 pres, on a

Ultn +¢,tn) =1~ @ — e HEn)e/R, (6.38)

Il sera commode d’écrire, toujours & €2 pres,

.,\2 . ~ '/\2 . ~
ipTe iV (Z,ty)e ip-e iV (&, t,)e

ntety) =1— - — (1) (1 A I)C
Ultn + €, t,) ( 2mﬁ> < :

2mh h
_ e_iﬁ2€/2mfl e—’iv(j7tn)5/ﬁ_ (639)

Cette derniere forme présente ’avantage de séparer les opérateurs p et
Z tout en préservant 1'unitarité de I'opérateur d’évolution. En la portant
dans (6.37), on a

K(n+1,n) = <xn+1‘6_ii’2€/2mh|mn> e~V @n,tn)e/h, (6.40)

KO(ITL+17 tn+17 Tn, tn)

Le premier facteur est le propagateur libre donné par (6.21)

K(n+1,n) = \/Eexp <% {M _ eV(mn,tn)]> C(6.41)

L’amplitude de probabilité (6.36) prend la forme

N-1
ON = H K(n+1,n)
n=0
/ . N-1 . —a, 9
_ (izy:ﬁe)N 2exp <%€ Z [W — V(])n,tn):|> . (6.42)
n=0

Prenons la limite ¢ — 0, N — o0, les points a et b étant fixes; les divers

Tpil — T
points x,, forment & la limite un chemin x,, = q(t,,) de b a a; ntl o om

G(ty) est la vitesse de la particule sur ce chemin ; la somme sur n tend vers

N-1 ta
une intégrale € Z — / dt ; Pexposant dans (6.42) tend vers
n=0 tp
i [t [mg? iS|q]
- dt | — = Vi(q(t),t)| = 6.43
|- via.n] = 5 (6.43)

ou S[q| est l'action le long du chemin ¢(t).
Pour des expressions du type de (6.34), Feynman définit U'intégrale de
chemin d’une fonctionnelle F'[¢] par la limite

a . m \N/2
[ | [ [ o (25"

r1 X2 TN_-1
(6.44)
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L’expression (6.34) correspond & la fonctionnelle Flg] = ¢*l4/" et donne
dans la limite € — 0

K(a,b) = / DqSlal/n (6.45)
b

qui est I’expression présentée dans l'introduction.

Une particule quantique suit tous les chemins possibles pour aller du
point b au point a de I'espace-temps. A chaque chemin ¢(t) est associé une
amplitude de probabilité e*Sld/7 of

ta m'2 ta
Slql = /t dt [—q —V(q(t),t)] = [ L(q.q,t)dt (6.46)

b 2 ty

est 'action classique le long du chemin q.

Examinons le passage a la limite classique (cas d’une particule de masse
macroscopique). Formellement cette limite s’obtient par A — 0. Sauf pour le
chemin x = qo(t) qui correspond au principe de moindre action, une petite
variation du chemin entraine une variation de l’action S[g| trés grande par
rapport & 7 et le nombre complexe ¢5[4/% déerit un treés grand nombre de fois
le cercle unité de centre 0. Il s’en suit que l'intégrale sur tous les chemins
se réduit en fait a la contribution de la trajectoire classique x = qo(t).
L’amplitude de probabilité pour que la particule suive un autre chemin x =
q1(t) n’est pas nulle mais est annulée par des interférences avec les chemins
infiniment voisins de z = ¢ ().

Feynman a développé une approche de la Mécanique Quantique prenant
Pintégrale de chemin comme postulat de base. L’équation de Schrédinger
en est alors une conséquence. Cette formulation de la Mécanique Quantique
est dans un certain sens plus « simple » que la Mécanique Classique. Dans
la formulation lagrangienne de la Mécanique Classique, on postule que la
trajectoire suivie par la particule vérifie le principe de moindre action. Mais
on ne répond pas a la question de pourquoi elle suit la trajectoire de moindre
action plutot qu'une autre. Dans la formulation en intégrale de chemin de la
Mécanique Quantique la question ne se pose pas: la particule suit toutes les
trajectoires possibles. La théorie quantique justifie le principe de moindre
action par passage a la limite classique.

6.6 Diagrammes de Feynman

6.6.1 Méthode perturbationnelle

Supposons que le potentiel V(Z,t) dans I'hamiltonien (6.2) est compa-

rativement faible par rapport a 1’énergie cinétique p_. Comme application

m
de l'intégrale de chemin, nous nous proposons d’obtenir le développement
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en puissances de V' du propagateur

K(a,b) = /b " Da(t) exp {% /t:a [mez _ V(:U(t),t)} dt} . (647)

On développe en puissances de V' :

exp{—%/t:a V(). 1) dt} 1 —ﬁ' i

<%>2 [/t: V(a(t),t) dtr +o (6.48)

et on porte dans (6.47) pour obtenir:

-~
\
Q
<
~—
8
—~
~
S~—
~
N—r
IS
~

K(a,b) = K9(a,b) + KM (a,b) + KP(a,b) + - (6.49)

ot a . t -2
KO (q,b) = / Da(t) expd L [ gL (6.50)

b hJy, 2

i (¢ i ['emi? ta
K(l)(ajb):——/ Da(t) exp{— —dt}/ V(z(s),s)ds, (6.51)

h b h ty 2 ty

te mg

1 [ ' 2
K®(a,b) = —%/b Dx(t) exp{% t Tdt}
b
ta ta
« / ds / ds' V (x(s), )V (2(s)), ), (6.52)
t t

... (le terme K™ est d’ordre n en V). Le terme d’ordre 0 est le propagateur
libre K©(a,b) = Ko(a,b).

6.6.2 Terme K" (a,b)

On échange 'ordre d’intégration sur le temps s et le chemin x(t):

KW (q,b) = / " P (s) ds (6.53)

tp

P(s) = /b " Da(t) exp {% : mTﬁ dt} (-%) Via(s)s).  (6.54)

L’intégrale de chemin F'(s) porte sur 'amplitude de la particule libre le long

Cpte o 22
du chemin z(t) (le facteur exp {% % dt}) multipliée par le facteur
123
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<—%> V(z(s), s) qui ne dépend du chemin z(t) que par la position . = x(s)

au temps t. = s. Décomposons le chemin z(¢) en un chemin y(¢) de b a
¢ = (x,t.) et un chemin z(t) de ¢ & a (cf. figure 6.6). L’intégrale sur les
chemins z(t) est équivalente a l'intégrale sur les chemins y(t) et z(t) suivie
d’une intégrale sur la position x.:

+oo a . ta ) .
F(S) :/;Oo dmcL Dz(t) exp{% " %dt} [—%v(xcytc)]

K()E;,C)
c 7 te my?

x/ Dy(t) exp 4 — ——dty. (6.55)
b h ty 2

Ko(c, b)

Nous avons donc pour le terme K () (a,b):

KW (a,b) = /t:a dt, /_ :Oda:cKo(a,c) [—%V(wc,tc)] Koe,b).  (6.56)

Simplifions I'écriture en désignant par [ dr. I'intégrale sur 'espace-temps du
point ¢ = (x, t.):

KW (a,b) = / dro Ko(a, ) [—%V(c)} Ko(e,b). (6.57)

On peut faire porter I'intégrale sur tous les temps t., les limites d’intégration
t, > t. > tp étant automatiquement prises en compte par la présence des
propagateurs (ainsi Kg(a,c) =0 si t, < t.).

6.6.3 Interprétation

Pour interpréter le développement obtenu, appelons diffusion par le po-
tentiel 'interaction de la particule avec le potentiel et amplitude de diffusion
par le potentiel par unité de temps et de volume (longueur a 1D) le terme
- %V(c).

Le propagateur K (a,b) est la somme des amplitudes des diverses fagons
dont la particule peut aller de b & a. Les diverses fagons sont :

— La particule n’est pas diffusée (terme Ky(a,b)) (cf. figure 6.7).

— La particule est diffusée une fois (terme K (a,b)). Décrivons un des
chemins possibles. La particule se déplace de b a ¢ comme une particule
libre ; elle est diffusée par le potentiel au point ¢; elle se déplace de ¢ a
a comme une particule libre (cf. figure 6.8). L’amplitude de probabilité
par unité de temps et de longueur pour ce chemin est le produit

Ko(a, ) [—%V(c)} Ko(c,b) (6.58)

la

te /.

2 b

F1c. 6.6 — Décomposition du
chemin z(t). On obtient tous
les chemins de b & a en com-
posant un chemin y(¢) de b a ¢
et un chemin z(t) de ¢ & a pour

z. arbitraire (t. est fixé).



F1aG. 6.7 — La particule n’est

pas diffusée.

Fia. 6.8 — La particule est

diffusée une fois.

Fia. 6.9 — La particule est

diffusée deux fois.

ta

ty

ty ta

F1G. 6.10 — Domaines

d’intégration.
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(régle du produit des amplitudes de probabilité pour des événements
successifs). L’équation (6.57) signifie que KU (a,b) s’obtient en som-
mant ces amplitudes pour tous les points ¢ de ’espace-temps.

— La particule est diffusée deux fois (terme K3 (a,b)).

a a a
d
G c
v \% v
b b b

Fic. 6.7. FiG. 6.8. FiG. 6.9.

L’interprétation donnée ci-dessus pour K (V) (a,b) permet d’écrire le terme
K@ (a,b) en considérant les chemins ot la particule est diffusée deux fois
(cf. figure 6.9). La particule se déplace de b a ¢ comme une particule libre
(amplitude de probabilité : Ky(c, b)) ; elle est diffusée par le potentiel au point
¢ (—iV(c)/h) ; elle se déplace de ¢ & d comme une particule libre (Ko(d,c)) ;
elle est diffusée par le potentiel au point d (—iV(d)/h) ; elle se déplace de d
a a comme une particule libre (Kq(a,d)). L’expression du terme d’ordre 2
est la somme sur tous les points ¢ et d de ’espace-temps :

?

K®(a,b) / dr. dry Ko(a, d) [—ﬁ'V(d)} Ko(d, ) [—ﬁV(c)} Ko(c,b).

(6.59)
Vérifions que cette expression est identique a (6.52). Transformons l'intégrale
dans (6.52) :

/t:a ds/t:a ds'V (x(s), )V (2(s)), ')

:/t:ads/stads’V(x(s) /t:ads /:adSV S)V ((s"),s").

(6.60)

Cette relation a été obtenue en séparant le domaine d’intégration de la
17 intégrale (le carré t, < s <t4, tp, < s’ <t,) en deux triangles: le triangle
1(ty <8< <ty etletriangle 2 (t, < s’ < s <t,) (cf. figure 6.10). Les
deux intégrales du second membre de (6.60) sont égales ce qui permet de
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récrire (6.52) en faisant disparaitre le facteur 3 :

1

1 ta ta a
K®(a,b) = ~ /t dt, /t dtg /b Da(t)
b c

exp{i taﬁdt} V(EV(d) (6.61)

2

nt, 2
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qui se transforme en (6.59) par la méthode utilisée pour le terme d’ordre 1.

6.6.4 Equation intégrale

Nous avons obtenu le développement

?

K(a,b) = Ko(a,b) — v

/ dre Ko(a, )V (c)Ko(c, b)

+ <_%>2 / / dr. drq Ko(a,c)V (e)Ko(c,d)V (d)Ko(d,b) + - (6.62)

Remarquer que le facteur 1/n! du terme d’ordre n du développement (6.49)
y disparait de la méme fagon que pour le terme d’ordre 2. En regroupant les

termes on a

K(a,b) = Ko(a,b) — % / dr. Ko(a, o)V (¢)

X |:K0(C, b) — %/de K()(C, d)V(d)Ko(d, b) —+ e

K(c,b)

Le propagateur vérifie donc I’équation intégrale

K(a,b) = Ky(a,b)

1

h

/ dro Kola, )V ()K (¢, b).

Fic. 6.11.

Fic. 6.12.

(6.63)

(6.64)

Fic. 6.11 — La particule se
propage de b & a comme une

particule libre.

F1c. 6.12 — La particule est
diffusée une ou plusieurs fois, la
derniere diffusion se produisant

au point c.



130 6. INTEGRALES DE CHEMIN

L’équation (6.64) s’interprete en décomposant le propagateur K (a,b)
comme la somme des deux amplitudes de probabilité pour les deux processus
suivants.

1. La particule n’est pas diffusée (terme Ky(a,b)) (cf. figure 6.11).

2. La particule est diffusée une ou plusieurs fois (cf. figure 6.12). Ce pro-
cessus est décomposé en trois événements successifs : la particule se
déplace de b & ¢ en subissant un nombre quelconque (pouvant étre
nul) de diffusions (amplitude de probabilité K(c,b)); la particule est
diffusée par le potentiel au point ¢ (densité d’amplitude de probabi-
lité —iV'(c)/h); la particule se déplace de ¢ & a comme une particule
libre (amplitude de probabilité Ky(a,c)). Le dernier terme de (6.64)
s’interprete comme l'amplitude de probabilité de ce processus pour
I’ensemble des positions de c.

La série (6.62) est a la base de la théorie des perturbations dépendant du
temps en Mécanique Quantique et en Théorie des Champs. Les diagrammes
de Feynman (cf. figures 6.7-6.9) décrivent les termes de la série et permettent
d’écrire directement, par les régles de Feynman, les grandeurs physiques
correspondantes.

Exercice 6.1 (Autre méthode pour obtenir I’équation intégrale).
Obtenir I’équation intégrale (6.64) a partir de I’équation (4.145).
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Annexe A

Corrigé des exercices

1.1 (Le groupe de Lorentz) 1) G = AGA (A désigne la matrice transposée
de A). En prenant le déterminant de G = AGA on obtient (det A)2 =1 d’ot
det A = +1.

2) Soit H l’ensemble des matrices réelles 4 x 4 vérifiant la relation (1.82).
Comme det A # 0 pour A € H les matrices de H sont inversibles. Pour
montrer que H est un sous-groupe des matrices réelles 4 x 4 inversibles, il
suffit de montrer que H est non vide (il contient I'identité I) et que si M, N €

H alors A = MN~' e H (ce qui résulte de G = AGA : ]V:l(MGM)N_l =
N-IGN-! = G).

3) L’équation (1.82) exprime que les 4 quadrivecteurs A, forment une
tétrade orthonormée : Ku . K,, = Juv-

4) En multipliant (1.82) par (A~1)" , g% on obtient

(A_l)u a Juv QVB = A, (A_l)u aA%y Gpo QVB
—_—— —

5,” da”
soit
—1\8
(A 1) a =N goa gyﬂ>
a comparer a (R_l)ij = RJ; ou (R_l)ij = leéﬂéik pour une matrice
orthogonale.

La relation (1.83) s’écrit en matrice A~ = GAG, ce qui pouvait s’obtenir
directement a partir de G = AGA (question 1).

5) La somme dans le second membre de 1’équation (1.83) ne contient
qu'un terme non nul, celui avec o = « et ¥ = 3. On trouve ainsi (A™1)% =
A =7, (A1) =—-Alg =0y, ...

6) Pour 4 = v = 0, I"équation (1.82) donne 1 = goo = AoA%) gpo =
(A00)2 — (A10)2 — (A20)2 — (A30)2. D’ou (A00)2 > 1.

7) Soit A = MN le produit de deux matrices de Lorentz. On a det A =
(det M)(det N). L'élément A% = MY, N, peut étre interprété comme le
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produit scalaire @ - b des deux vecteurs a* = g MO, et b* = N*y de carrés
a*a, = b*b, = 1. En évaluant ce produit scalaire dans un référentiel K’
oit a’* = (a’°,0,0,0) (ce changement de référentiel conserve le signe de la
composante temporelle: signe a’ = signe a/°) on obtient A% = a0V et
signe A% = signe a/'b"° = signe a’b® = (signe M%) (signe NY).

-1
On en déduit que (LL) = LL, LLLL = LL, Ll = PLL, o TLL et

Li = TPLL. Chacun des sous-ensembles G du groupe de Lorentz envisagés
en a—d vérifient GG~! C G: ce sont bien des sous-groupes.

Nota : Dans le changement de référentiel (1.31) nous nous sommes limités
aux transformations telles qu’il existe une suite de référentiels K(s) pour
s € [0,1] qui permet de passer continiment du référentiel K = K(0) au
référentiel K’ = K(1). Les matrices A correspondantes appartiennent au
groupe de Lorentz restreint LL. On peut montrer (c’est assez compliqué),
inversement, que pour chaque matrice A € Ll il existe un tel changement de
référentiel (il y en a une infinité si on tient compte du terme non-homogene
a’ dans (1.31)). Les nappes de la table 1.1 sont les composantes connexes
du groupe de Lorentz.

1.2 ¢.7 = g%, = 6,° et ¢g*. On peut ainsi noter le tenseur métrique par le
symbole : do3 = gag-

L . = eE*—
3.1 On retrouve la pression électrostatique df = TdS .

6.1 (Autre méthode pour obtenir ’équation intégrale)
Multiplier 'équation (4.145) a gauche par Uy(t,tp):

Uo(t,to)Us(t, o) = Up(t, to)

U(Lto)
. t
— % / Uo(t, t")Uo(t' to) Uy ' (', to) HinsUo (', t0) Us (¢, to)dt!
t ~~
0 Uo(t, to) Hy o (1)
.ot
= Up(t, to) — %/ Uop(t,t ) Hint Ut to)dt'. (A1)
to

On retrouve (6.64) en changeant t — t, tg — tp, t' — t,
+oo
Hint _’/ d$c|$c>Hint(C)<xc‘
—00
et en prenant ’élément de matrice entre <aca‘ et ‘:L‘b> :
<l‘a|U(ta, tb) ‘l‘b> = <$a|U0(taa tb) ‘xb>

_ % /: dt, /_ :" dze (24|Uo(ta, te)|e) Hing (€){@e|U (te, to) |z5).  (A.2)
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Annexe B

Bibliographie

On conseille de compléter ce cours par la lecture des chapitres 11 et 12
du livre de Jackson [1].

Révision des équations de Maxwell: [1, 2] ([2] et les anciennes éditions
de [1] utilisent le systeme d’unités de Gauss (cgs)).

Révision de la théorie de la relativité restreinte et des transformations
de Lorentz: [1, 3, 2]. Les chapitres 1-4 du livre de Schutz [3] sont parti-
culierement recommandés. On peut aussi lire Particle d’Einstein [4], qui est
traduit en anglais et accompagné d’explications et de considérations histo-
riques dans [5].

Une référence pour le chapitre 4 est le livre de Cohen-Tannoudji et al [6].

La formulation de la Mécanique Quantique par I'intégrale de chemin est
exposée dans le livre classique de Feynman et Hibbs [7].
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