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3.1 Intégrales sur une hypersurface . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.1.1 Flux d’un quadrivecteur . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.1.2 Théorème de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.1.3 Quadrivecteur de quadridivergence nulle . . . . . . . . 57
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3.2.2 Décomposition T µν = T µν
part + T µν

champ . . . . . . . . . . 62
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6.2.2 Équation différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.3 Propagateur libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119



6 TABLE DES MATIÈRES
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7

1

Formulation covariante

On se propose d’écrire les équations de Maxwell 1 sous forme covariante.
Pour cela on présente le formalisme tensoriel après quelques rappels sur la
théorie de la relativité.

1.1 Rappel d’électromagnétisme

1.1.1 Les lois de l’électromagnétisme

Les équations de Maxwell :

~∇ · ~E =
ρ

ε0
(1.1)

~∇∧ ~B − µ0ε0
∂ ~E

∂t
= µ0

~J (1.2)

~∇ · ~B = 0 (1.3)

~∇∧ ~E +
∂ ~B

∂t
= 0. (1.4)

Densité de charge ρ et densité de courant ~J pour un ensemble deN particules
(la particule i de charge qi est située en ~Ri(t) et se déplace à la vitesse ~Vi(t)
à l’instant t) :

ρ(~r, t) =

N∑

i=1

qiδ
(3)
(
~r − ~Ri(t)

)
, ~J(~r, t) =

N∑

i=1

qi~Vi(t)δ
(3)
(
~r − ~Ri(t)

)
.

(1.5)
L’équation de continuité (elle est vérifiée par (1.5)) :

~∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0. (1.6)

1. James Clerk Maxwell (1831-1879)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Maxwell.html


8 1. FORMULATION COVARIANTE

La force de Lorentz 2 agissant sur la charge q de vitesse ~V :

~F = q
(
~E + ~V ∧ ~B

)
. (1.7)

L’état du système champ + particules chargées est déterminé, à un instant
t0, par la donnée des champs ~E(~r, t0) et ~B(~r, t0) en tout point ~r et par
les positions ~Ri(t0) et vitesses ~Vi(t0) des particules. Les densités de charge
ρ(~r, t0) et de courant ~J(~r, t0) sont alors données par l’équation (1.5). Les
équations (1.2), (1.4) et les équations du mouvement pour les particules sou-
mises aux forces (1.7) déterminent l’évolution du système au cours du temps.
Les équations (1.1) et (1.3) peuvent être considérées comme des contraintes
auxquelles sont soumises les variables ~E(~r, t), ~B(~r, t) et ~Ri(t) du système.

1.1.2 Systèmes d’unités

Ce cours utilise le système international (S.I.) 3. Voici les valeurs de
quelques constantes :

permittivité électrique du vide ε0 = 1/µ0c
2 ≈ 8,854187817 10−12 F m−1 ;

perméabilité magnétique du vide µ0 = 4π10−7 N A−2 ;
vitesse de la lumière dans le vide c = 299 792 458 m s−1.

(1.8)

1.1.3 Potentiels

Les propriétés suivantes, pour des champs ~A(~r), ~B(~r), ~F (~r) et φ(~r) dans
tout l’espace

~∇ · ~B = 0 ⇐⇒ ∃ ~A : ~B = ~∇∧ ~A
~∇∧ ~F = 0 ⇐⇒ ∃φ : ~F = −~∇φ (1.9)

2. Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)
3. Le système d’unités de Gauss 4 (cgs) définit l’unité de charge de sorte que la force

de Coulomb 5 soit qq′/r2 . Voici la forme des équations de la section 1.1 dans ce système
d’unités.

~∇ · ~E = 4πρ

~∇∧ ~B −
1

c

∂ ~E

∂t
=

4π

c
~J

~∇ · ~B = 0

~∇∧ ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= 0

expressions de ρ et ~J inchangées
équation de continuité inchangée

~F = q

 

~E +
~V

c
∧ ~B

!

.

4. Johann Karl (Carl) Friedrich Gauss (1777-1855)
5. Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Lorentz.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gauss.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Coulomb.html
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entrâınent que les deux équations homogènes de Maxwell (1.3) et (1.4) sont
équivalentes à l’existence d’un potentiel vecteur ~A(~r, t) et d’un potentiel sca-
laire φ(~r, t) tels que

~B = ~∇∧ ~A, ~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
. (1.10)

Les champs ~E et ~B restent inchangés dans les remplacements

φ −→ φ′ = φ− ∂ψ

∂t
, ~A −→ ~A ′ = ~A+ ~∇ψ, (1.11)

où ψ est une fonction arbitraire de ~r et t (invariance de jauge). La liberté
sur le choix des potentiels permet de leur imposer une contrainte. Nous
utiliserons soit la jauge de Lorenz 6 (nommée d’après le physicien danois
Lorenz qui a introduit les potentiels retardés en 1867) en imposant

~∇ · ~A+
1

c2
∂φ

∂t
= 0 (condition de Lorenz), (1.12)

soit la jauge de Coulomb en imposant

~∇ · ~A = 0 (condition de Coulomb). (1.13)

On trouve souvent écrit � jauge de Lorentz � d’après le physicien hollan-
dais Hendrik A. Lorentz à la place de � jauge de Lorenz � . On montrera,
section 1.14, que la condition de Lorenz est invariante dans les transfor-
mations de Lorentz. Montrons qu’il est possible d’imposer la condition de
Coulomb (1.13). Pour cela, étant donnés ~A ′ et φ′, il suffit de trouver ψ dans
les équations (1.11) tel que ~∇ · ~A = 0. Ainsi, ψ doit vérifier

∆ψ = ~∇ · ~A ′ = f(~r, t) (équation de Poisson 7) (1.14)

dont on sait qu’une solution est

ψ(~r, t) = − 1

4π

∫
f(~r ′, t)

|~r − ~r ′| d
3r′. (1.15)

De même, pour montrer qu’il est toujours possible d’imposer la condition
de Lorenz (1.12), il suffit de trouver ψ dans les équations (1.11) tel que

ψ = − 1

c2
∂φ′

∂t
− ~∇ · ~A ′ = g(~r, t) (1.16)

où l’opérateur

=
1

c2
∂2

∂t2
−∆ (1.17)

6. Ludwig Valentin Lorenz (1829-1891)
7. Siméon Denis Poisson (1781-1840)

http://scienceworld.wolfram.com/biography/Lorenz.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Poisson.html
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est le d’Alembertien 8. On verra, section 5.1, que l’équation (1.16) admet des
solutions.

En reportant les équations (1.10) dans les deux autres équations de Max-
well (1.1) et (1.2), on obtient, avec ε0µ0c

2 = 1 et en faisant apparâıtre le
laplacien 9 ∆ ~A par

~∇∧ (~∇∧ ~A) = ~∇(~∇ · ~A)−∆ ~A, (1.18)

−∆φ =
ρ

ε0
+ ~∇ · ∂

~A

∂t
(1.19)

~A = µ0
~J − ~∇

(
~∇ · ~A+

1

c2
∂φ

∂t

)
(jauge arbitraire). (1.20)

Pour la jauge de Lorenz, ces équations se simplifient en

φ = µ0c
2ρ (1.21)

~A = µ0
~J (jauge de Lorenz). (1.22)

Pour la jauge de Coulomb, les équations (1.19) et (1.20) deviennent

∆φ = − ρ
ε0
, (1.23)

~A = µ0
~J − 1

c2
~∇∂φ
∂t

(jauge de Coulomb). (1.24)

Les équations (1.21) et (1.22) sont des équations aux dérivées partielles du

deuxième ordre qui contiennent les termes
∂2 ~A

∂t2
,
∂2φ

∂t2
. On peut considérer

que le champ électromagnétique est décrit par les potentiels ~A et φ de
jauge de Lorenz dont l’évolution au cours du temps est déterminée, par
les � équations du mouvement � (1.21) et (1.22), à partir de la donnée, à
un instant t0, des potentiels ~A(~r, t0), φ(~r, t0) et de leurs dérivées temporelles

∂ ~A(~r, t0)

∂t
,
∂φ(~r, t0)

∂t
en tout point ~r.

Dans le cas de la jauge de Coulomb, la dérivée
∂2φ

∂t2
n’apparâıt pas dans

l’équation (1.23). On peut alors considérer que l’état du champ est déterminé

par la donnée des conditions initiales ~A(~r, t0) et
∂ ~A(~r, t0)

∂t
en tout point ~r.

L’équation (1.23) détermine alors φ et l’équation (1.24) détermine l’évolution
au cours du temps de ~A à partir des conditions initiales.

8. Jean le Rond d’Alembert (1717-1783)
9. Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/D'Alembert.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Laplace.html
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1.2 Principe de relativité

Le principe de relativité pose l’existence d’une classe particulière d’ob-
servateurs, dit inertiels et déclare que

si deux observateurs inertiels effectuent chacun une expérience
dans les mêmes conditions, les expériences donneront les mêmes
résultats.

(1.25)

Le premier observateur représente les événements, idéalisés comme ponc-
tuels, par des coordonnées d’espace-temps x1, x2, x3, t (formant le référentiel
d’inertie K) et le deuxième par x′1, x′2, x′3, t′ (référentiel d’inertie K ′). Les
lois physiques s’expriment en coordonnées de façon identique dans K et K ′.
L’espace-temps sera noté E et les événements A, B, M, . . . , lorsqu’on ne
désire pas préciser le référentiel.

En mécanique newtonienne 10 pour les référentiels d’inertie 11(on dit aussi
galiléens 13), le mouvement d’un point matériel est décrit par la loi (cf. fi-
gures. 1.1 et 1.2)

m~Γ = ~F (1.26)

ou, en composantes,

m
d2xi

dt2
= F i dans K et m

d2x′i

dt2
= F ′i dans K ′. (1.27)

Le référentiel d’inertie K ′ est en mouvement uniforme de translation à la
vitesse ~V par rapport au référentiel d’inertie K (cf. figure 1.1). La correspon-
dance entre les deux systèmes de référence est une transformation galiléenne
de la forme

x′i = Ri
jx

j − V ′it+ ai, t′ = t+ t0. (1.28)

Les V ′i sont les composantes dans K ′ de ~V et
(
Ri

j

)
est une matrice ortho-

gonale 3 × 3 (on note i, j, . . . , des indices prenant les valeurs 1, 2 et 3).
L’équation (1.28) est écrite avec la convention d’Einstein 14 (sommation sur
l’indice répété j qui apparâıt en indice une fois en haut et une fois en bas).

Pour le cas particulier de la transformation spéciale de la figure 1.2, les
origines O et O′ sont confondues à t = t′ = 0 (transformation galiléenne
homogène), R est l’identité (axes de K et K ′ parallèles) et ~V = V ~E1 est

10. Sir Isaac Newton (1643-1727)
11. Les référentiels d’inertie se trouvent être les référentiels où les étoiles lointaines

apparaissent fixes, ce qui conduit à postuler que les propriétés d’inertie résultent de la
répartition des masses dans l’univers (principe de Mach 12).

12. Ernst Mach (1838-1916)
13. Galileo Galilei, dit Galilée (1564-1642)
14. Albert Einstein (1879-1955)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Newton.html
http://utf.mff.cuni.cz/Relativity/Mach.htm
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Galileo.html
http://www.nobel.se/physics/laureates/1921/einstein-bio.html
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suivant l’axe x1. La transformation (1.28) est





x′1 = x1 − V t
x′2 = x2

x′3 = x3

t′ = t.

(1.29)

Fig. 1.1 – Transformation

galiléenne entre K et K ′.

Fig. 1.2 – Transformation

galiléenne spéciale.
O

x1
O′

K

K ′

~E1

~E2

~E3

x′3

x2 x′1

x3 x′2

m ~F~Γ

Fig. 1.1.

O O′

K K ′

~E1

~E2

~E3

x′1, x1

x2 x′2

x3 x′3

Fig. 1.2.

1.2.1 Invariants, écriture covariante

L’accélération ~Γ, la force ~F et la masse m qui ne dépendent pas du
référentiel (nous nous limitons aux systèmes d’inertie) sont des invariants
(de Galilée). Par contre les composantes de ~Γ et ~F dépendent du référentiel
et se transforment selon (dérivée seconde de l’équation (1.28)) :

d2x′i

dt2
= Ri

j
d2xj

dt2
, F ′i = Ri

jF
j. (1.30)

Les deux membres de l’équation m
d2xi

dt2
= F i se transforment de la même

façon dans le passage de K à K ′. C’est la manifestation du principe de
relativité (de Galilée). On dit que l’équation est écrite sous forme covariante.

Des difficultés apparaissent pour appliquer le principe de relativité de
Galilée à l’électromagnétisme. La loi de composition des vitesses ~U ′ = ~U−~V ,
reliant les vitesses ~U (dans K) et ~U ′ (dans K ′) d’une particule, ne s’applique
pas aux ondes électromagnétiques dans le vide : dans tous les référentiels
d’inertie on mesure la même vitesse c ≈ 2,998 108 m s−1.

Einstein dans son article [4], Sur l’électrodynamique des corps en mouve-
ment (1905), cite la difficulté suivante. Il considère l’interaction d’un aimant
et d’un conducteur. Le courant dans le conducteur ne dépend que du mouve-
ment relatif de l’aimant et du conducteur. Mais la description du phénomène
diffère dans les deux cas où l’un ou l’autre des corps est immobile. Pour un
observateur qui voit l’aimant en mouvement et le conducteur au repos, il
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apparâıt au voisinage de l’aimant un champ électrique (loi de Faraday 15,
équation (1.4)) qui engendre un courant dans le conducteur ( ~F = q ~E). Pour
un deuxième observateur qui voit l’aimant au repos et le conducteur en
mouvement, il n’y a aucun champ électrique. Dans le conducteur, cepen-
dant, comme la charge q a une vitesse ~V elle subit la force ( ~F = q~V ∧ ~B) qui
engendre les mêmes courants que dans le premier cas. L’électromagnétisme,
faisait remarquer Einstein, appliqué aux corps en mouvement, conduit à des
asymétries qui ne semblent pas inhérentes au phénomène.

La résolution de ces difficultés a été obtenue par Einstein dans ce même
article (c’est le fameux article sur la relativité).

Il part des deux postulats :

– Le principe de relativité (1.25) s’applique.

– La vitesse de la lumière est la même pour tous les observateurs inertiels
(c’est un invariant (de Lorentz)).

Les postulats d’Einstein exigent l’abandon de la notion de temps absolu
et conduisent à la théorie de la relativité (restreinte). Dans ce cadre, le prin-
cipe (1.25) s’appelle principe de relativité d’Einstein. Tous les référentiels
K, K ′, . . . , utilisés par la suite seront d’inertie. Ils se déplacent tous à une
vitesse constante strictement inférieure à c par rapport à l’un quelconque
d’entre-eux.

1.3 Transformations de Lorentz

La correspondance entre les deux systèmes d’inertie K et K ′ (figure 1.1)
est donnée par une transformation de Lorentz inhomogène (ou transforma-
tion de Poincaré 16)

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ. (1.31)

On a posé x0 = ct, x′0 = ct′. On note µ, ν, . . . , des indices prenant les
valeurs 0, 1, 2 et 3. L’ensemble des transformations (1.31) forme le groupe
de symétrie de Lorentz de la relativité restreinte.

L’événement O (de coordonnées xµ = (x0, x1, x2, x3) = (0, 0, 0, 0) dans
K) a pour coordonnées aµ = (a0, a1, a2, a3) dans K ′). Lorsque aµ = 0,
les événements O et O′ (de coordonnées x′µ = (0, 0, 0, 0) dans K ′) sont
confondus (transformation de Lorentz homogène).

Dans des équations comme (1.31) on peut changer les noms des indices
et écrire par exemple x′ν = Λν

ρx
ρ + aν = Λν

λx
λ + aν .

Nous n’utiliserons que des transformations telles qu’il existe une suite
de référentiels K(s) pour s ∈ [0, 1] qui permet de passer continûment du
référentiel K = K(0) au référentiel K ′ = K(1). Exemples de transformations

15. Michael Faraday (1791-1867)
16. Jules Henri Poincaré (1854-1912)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Faraday.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Poincare.html
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ne vérifiant pas cette condition : l’inversion spatiale, l’inversion du sens du
temps.

Dans la transformation de Lorentz spéciale (cf. figure 1.3) les axes de K
et K ′ sont parallèles et K ′ se déplace parallèlement à l’axe x1 avec la vitesse
V par rapport à K. Les événements O et O ′ sont confondus. On pose

β =
V

c
et γ =

1√
1− β2

. (1.32)

Fig. 1.3 – Transformation de

Lorentz spéciale.

O O′

K K ′

~e1

~e2

~e3

x′1, x1

x2 x′2

x3 x′3

La transformation de Lorentz spéciale s’écrit





x′0 = γ(x0 − βx1)
x′1 = γ(x1 − βx0)
x′2 = x2

x′3 = x3

(1.33)

ou 


x′0

x′1

x′2

x′3


 =




γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
Λ




x0

x1

x2

x3


 (1.34)

sous forme matricielle. Dans la limite V � c, β � 1 et γ ≈ 1, on retrouve
la transformation galiléenne (1.29).

En général, la matrice Λ = (Λµ
ν) dépend de 6 paramètres (la vitesse ~V

et 3 paramètres pour les orientations relatives des axes). Lorsque les axes
de K et K ′ sont parallèles, la matrice ne dépend que de ~V et son inverse
correspond à la vitesse opposée : [Λ(~V )]−1 = Λ(−~V ). Par exemple l’inverse
des équations (1.33) et (1.34) s’écrit





x0 = γ(x′0 + βx′1)
x1 = γ(x′1 + βx′0)
x2 = x′2

x3 = x′3

(1.35)
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et 


x0

x1

x2

x3


 =




γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
Λ−1




x′0

x′1

x′2

x′3


 . (1.36)

On peut obtenir la transformation générale (1.31) en composant une
rotation-translation spatiale (qui laisse le temps inchangé), une transfor-
mation spéciale et une deuxième rotation-translation spatiale : utiliser deux
référentiels K1 (immobile par rapport à K) et K ′

1 (immobile par rapport à
K ′), d’axes parallèles et tels que ~V soit parallèle à l’axe 1 de coordonnées.

1.4 Quadrivecteurs

Considérons le déplacement
−→AB de l’événement A (de coordonnées xµ

dans K et x′µ dans K ′) à l’événement B (de coordonnées yµ dans K et y′µ

dans K ′). Ses composantes ∆xµ = yµ−xµ dans K et ∆x′µ = y′µ−x′µ dans
K ′ sont liées d’après l’équation (1.31) par

∆x′µ = Λµ
ν∆x

ν . (1.37)

On peut noter que si K ′′ est un troisième référentiel d’inertie, la matrice
Λ(K → K ′), intervenant dans la transformation (1.37), et les matrices ana-
logues Λ(K → K ′′) et Λ(K ′ → K ′′) vérifient

Λ(K → K ′′)µν = Λ(K ′ → K ′′)µρΛ(K → K ′)ρν . (1.38)

En effet, les relations ∆x′′µ = Λ(K ′ → K ′′)µρ∆x
′ρ = Λ(K ′ → K ′′)µρΛ(K →

K ′)ρν∆x
ν et ∆x′′µ = Λ(K → K ′′)µν∆x

ν donnent [Λ(K → K ′′)µν−Λ(K ′ →
K ′′)µρΛ(K → K ′)ρν ]∆x

ν = 0 qui doit être vrai pour tout ∆xν.

Plusieurs grandeurs physiques se transforment entre référentiels d’inertie

de la même façon que les composantes ∆x′µ du déplacement
−→AB. Cela amène

à définir un quadrivecteur (autres noms : 4-vecteur, vecteur contravariant ou
simplement vecteur) comme étant un objet ~a invariant (indépendant du
référentiel) et égal, l’unité de mesure mise à part, à un déplacement. Le qua-
drivecteur ~a a donc 4 composantes (a0, a1, a2, a3) dans le référentiel d’inertie
K. Nous écrirons ~a = (a0, a1, a2, a3) ou ~a = (a0, ~A) (dans K). Dans un autre
référentiel d’inertie K ′, ses composantes (a′0, a′1, a′2, a′3) sont

a′µ = Λµ
νa

ν (1.39)

où Λ est la matrice intervenant dans la transformation (1.31).
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L’ensemble V des quadrivecteurs est muni d’une structure d’espace vec-
toriel de dimension 4. On peut utiliser pour base de cet espace vectoriel les
4 quadrivecteurs (tétrade) définis par leurs composantes dans K

~e0 = (1, 0, 0, 0)
~e1 = (0, 1, 0, 0)
~e2 = (0, 0, 1, 0)
~e3 = (0, 0, 0, 1).

(1.40)

Autrement écrit : (~eµ)ν = δµ
ν , en notant (~eµ)ν les composantes dans K de

~eµ et

δµ
ν = δν

µ = δν
µ =

{
1 si µ = ν
0 si µ 6= ν

(delta de Kronecker 17). (1.41)

Le quadrivecteur ~a s’écrit alors

~a = aµ~eµ = a′µ~e ′µ, (1.42)

où la tétrade ~e ′µ est définie par rapport au référentiel K ′. Déterminons la
transformation des vecteurs de base. Portons l’équation (1.39) dans l’équa-
tion (1.42) : aµ~eµ = Λµ

νa
ν~e ′µ ; renommons les indices muets du deuxième

membre : aµ~eµ = Λν
µa

µ~e ′ν soit aµ(~eµ − Λν
µ~e

′
ν) = 0 ; comme les aµ sont

arbitraires on obtient ~eµ = ~e ′νΛν
µ et, en inversant, (cf. figure 1.4)

~e ′µ =
(
Λ−1

)ν
µ~eν . (1.43)

Pour la transformation de la figure 1.3, avec β = 3/5, γ = 5/4, l’équa-O

~e0

~e1 x1

x0

~e ′0
~e ′1

x′0

x′1

Fig. 1.4 – Un exemple de

l’équation (1.43).

tion (1.43) donne, la matrice inverse Λ−1 étant donnée par l’équation (1.36),

~e ′0 = ~e0(Λ
−1)00 + ~e1(Λ

−1)10 = γ~e0 + βγ~e1 = 5
4~e0 + 3

4~e1

~e ′1 = ~e0(Λ
−1)01 + ~e1(Λ

−1)11 = βγ~e0 + γ~e1 = 3
4~e0 + 5

4~e1.
(1.44)

1.5 L’intervalle

L’intervalle du déplacement
−→AB =

(
∆x0,∆x1,∆x2,∆x3

)
= (c∆t,

−→
∆r)

est

(∆s)2 = (∆x0)2 − (∆x1)2 − (∆x2)2 − (∆x3)2 = (c∆t)2 − (∆r)2. (1.45)

L’intervalle ne dépend pas du référentiel : c’est une propriété des transfor-
mations (1.37). On peut le vérifier à l’aide des équations (1.34) pour les

17. Leopold Kronecker (1823-1891)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kronecker.html
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transformations spéciales. Dans le cas d’une rotation-translation spatiale la
propriété résulte des invariances séparées de ∆t et ∆r.

On distingue trois cas (cf. figure 1.5) :

– (∆s)2 = 0 (intervalle nul) : les événements A et B peuvent être reliés
par un rayon lumineux. Les événements B sont sur le cône de lumière
(indépendant du référentiel) de l’événement A. Exemple : déplacement−−→AB0.

– (∆s)2 > 0 (intervalle de genre temps) : les événements A et B peuvent
être occupés par un même point matériel. Les événements B sont
à l’intérieur (futur ou passé) du cône de lumière de l’événement A.

Exemple : déplacement
−−−→AB+.

– (∆s)2 < 0 (intervalle de genre espace) : Les événements B sont à
l’extérieur du cône de lumière de l’événement A. Exemple : déplace-

ment
−−−→AB−.

La figure 1.5 représente l’espace-temps avec une dimension spatiale sup-

A

B0

B+

B−

C

D

x0

x1

x2

futur

passé
ailleurs

Fig. 1.5 – Intervalles de

genre temps, nul et espace.

primée. Le cône de lumière de l’événement A est une hypersurface qui sépare
l’espace-temps en trois régions futur, passé et ailleurs. La ligne d’univers d’un
point matériel de masse 6= 0 coupe le cône de lumière de A en exactement
deux événements C, dans le passé de A, et D, dans le futur de A (si la ligne
d’univers passe par A ces deux événements se confondent en A).

1.6 Quadrivitesse. Quadriimpulsion

Considérons une particule de masse m 6= 0 en mouvement accéléré. Soit
K ′ un référentiel d’inertie, comobile à un instant t avec la particule, c’est-

à-dire en mouvement par rapport à K avec la vitesse ~V =
−→
dr/dt de la

particule. Pendant le temps dt les coordonnées x′i de la particule sont fixes
dans K ′ à des infiniments petits d’ordre 2 en dt près. L’intervalle entre les
deux événements A (particule à l’instant t) et B (particule à l’instant t+dt)
est

(ds)2 = (cdt′)2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2

= (cdt)2 − dr2 =

(
1− V 2

c2

)
(cdt)2. (1.46)

La variation de temps propre de A à B est dτ = dt′ = ds/c = dt/γ. Posons−→
dA =

−→AB. La quadrivitesse de la particule à l’instant t est le quadrivecteur

~u =

−→
dA
dτ

= c~e ′0 : ses composantes sont (c, 0, 0, 0) dans un référentiel comobile

et

dxµ

dτ
=

(
c
dt

dτ
,
dt

dτ

−→
dr

dt

)
=
(
γc, γ~V

)
dans K. (1.47)
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La quadriimpulsion de la particule est

~p = m~u de composantes

(
W

c
, ~P

)
. (1.48)

L’énergie W et la quantité de mouvement (ou impulsion) ~P dépendent du
référentiel mais pas la quadriimpulsion ~p. La quadriimpulsion d’une parti-
cule peut varier au cours du temps. Toutefois, si la particule est isolée, il
y a conservation de la quadriimpulsion et la ligne d’univers est une droite.
Pour un système quelconque isolé il y a conservation de l’énergie et de la
quantité de mouvement : on peut définir la quadriimpulsion du système qui
est invariante et conservée. Mais comment? Pour deux particules a et b en
interaction, dont les quadriimpulsions ~pa(t) et ~pb(t) dépendent du temps,
est-ce la somme ~pa(t) + ~pb(t) qui change de forme dans un autre référentiel
(elle devient ~pa(t

′
a) + ~pb(t

′
b), où les temps des deux particules peuvent être

différents t′a 6= t′b)? On répondra à la section 3.2.
Pour une particule de masse nulle (photon), on ne peut plus définir la

quadrivitesse (ds = 0, il n’existe pas de référentiel comobile) ; on peut définir
la quadriimpulsion d’un photon de fréquence ν dans K par ~p = (P, ~P ) où

P =
hν

c
.

1.7 Quadricourant

Considérons, dans K, à l’instant t, un petit volume Ω, centré en ~r =
(x1, x2, x3), contenant des particules chargées de charge totale ∆q qui se
déplacent toutes avec la même vitesse ~V . On définit la densité de charge en
M (M est l’événement : temps t, position ~r dans K)

ρ(M) = ρ(~r, t) =
∆q

Ω
(1.49)

et la densité de courant ~J(~r, t) = ρ~V (la charge qui traverse l’élément de
surface ∆x2∆x3 pendant le temps ∆t est J 1∆x2∆x3∆t). La charge ∆q de
ces particules est un invariant, mais comme le volume qu’elles occupent et
leur vitesse dépendent du référentiel, ρ et ~J ne sont pas invariants.

Soit K ′ un référentiel comobile avec les particules. Le volume Ω =
∆x1∆x2∆x3, immobile dans K ′, est en mouvement avec la vitesse ~V dans
K. Il y subit la contraction de Lorentz-FitzGerald 18 (cf. figure 1.6)

Ω =
Ω′

γ
(1.50)

où Ω′ = ∆x′1∆x′2∆x′3 est le volume au repos. Dans le référentiel comobile
K ′, la densité de charge enM est

ρ0(M) =
∆q

Ω′
. (1.51)

18. George Francis FitzGerald (1851-1901)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/FitzGerald.html
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D’après les équations (1.49), (1.50) et (1.51), il vient

ρ(M) = γρ0(M). (1.52)

Fig. 1.6 – Contraction de

Lorentz-FitzGerald.

O′

x′2

x′1

x′3

∆x′2
∆x′1

∆x′3

Ω′

référentiel K ′

O

x2

x1

x3

∆x2

∆x1

∆x3

~V

Ω

référentiel K

Désignons par ~u la quadrivitesse d’une des particules en M. Le quadri-
courant est

~ (M) = ρ0~u. (1.53)

Le nom est justifié par le fait que ses composantes dans K sont

(jµ) =
(
ρ0γc, ρ0γ~V

)

soit

(jµ) =
(
ρc, ~J

)
(quadricourant). (1.54)

Le quadricourant et la quadrivitesse enM sont tangents aux lignes d’univers

O

x0

x1

x2

~u

~

lignes d’univers
des particules

Fig. 1.7 – Quadricourant et

quadrivitesse.

lorsque les particules chargées se déplacent toutes avec la même vitesse (cf.
figure 1.7).

Pour une charge ponctuelle q en mouvement, de coordonnées ξ0 = ct et
~ξ(t), la densité de charge est ρ = qδ(3)

(
~r − ~ξ(t)

)
et le quadricourant

jµ(~r, t) = qδ(3)
(
~r − ~ξ(t)

) dξµ

dt
. (1.55)

Le quadricourant est un champ de quadrivecteurs. On obtient les compo-
santes dansK ′ d’un champ de quadrivecteurs ~a(M) à partir des composantes
dans K par

a′µ(x′0, x′1, x′2, x′3) = Λµ
νa

ν(x0, x1, x2, x3) (1.56)

et en exprimant x0, x1, x2, x3 en fonction de x′0, x′1, x′2, x′3 par l’inverse de
l’équation (1.31).

Lorsque toutes les charges ne se déplacent pas de concert, le quadricou-
rant est défini par additivité, comme dans l’équation (1.5). Le formalisme
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quadridimensionnel apporte des simplifications : ρ et ~J qui dépendent du
référentiel sont unifiés dans un invariant ~ ; de même l’énergie E et la quan-
tité de mouvement ~P sont unifiées dans la quadriimpulsion.

1.8 Le produit scalaire

D’après l’invariance de l’intervalle (1.45) et la définition d’un quadrivec-
teur, le carré

(~a)2 = (a0)2 − (a1)2 − (a2)2 − (a3)2 (1.57)

d’un quadrivecteur ~a est un invariant. Exemples : (~u)2 = c2 ; (~p)2 = (mc)2

donne W 2 − c2(~P )2 = m2c4 ; pour un photon (~p)2 = 0 (E = cP ).

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs ~a et ~b est également un inva-
riant 19 :

~a ·~b = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3. (1.58)

Exemple : les produits scalaires des vecteurs de la tétrade (1.40) sont ~eµ ·~eν =
gµν où les 16 valeurs gµν forment la matrice G

(gµν) = G =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 (tenseur métrique). (1.59)

La base est orthonormée (vecteurs mutuellement orthogonaux et de carrés
±1). Le symbole gµν , défini par la même matrice G

(gµν) = G =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 , (1.60)

joue le rôle de l’inverse de gµν : G−1 = G ou

gµνg
νρ = δµ

ρ. (1.61)

L’espace-temps E muni de la métrique (1.59) est appelé espace de Min-
kowski 20.

19. Cette invariance résulte de celle du carré par la relation ~a·~b = [(~a+~b)2−(~a)2−(~b)2]/2.
20. Hermann Minkowski (1864-1909)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Minkowski.html
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1.9 Tenseurs

Dans cette section nous définissons les tenseurs de l’espace vectoriel V
de dimension 4. Ces définitions s’appliquent en fait à tout espace vectoriel,
même non muni d’un produit scalaire. Les définitions sont indépendantes de
la base de V, ce qui assurera l’invariance de Lorentz des tenseurs. Toute-
fois, en pratique, on utilise les composantes des tenseurs qui dépendent du
référentiel.

1.9.1 Vecteurs covariants ou 1-formes

L’espace dual d’un espace vectoriel intervient souvent en physique. En
mécanique quantique, les vecteurs sont les kets et les vecteurs de l’espace
dual les bras. Une 1-forme f (d’autres noms usuels sont forme linéaire, co-
vecteur, bra, et, en relativité, vecteur covariant) est une fonction complexe
f(~a) linéaire d’un (quadri)vecteur ~a. Cette définition est indépendante du
référentiel : une 1-forme est un invariant. L’ensemble des 1-formes consti-
tuent, avec les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire des
fonctions, l’espace vectoriel V∗ appelé dual de V. Cette structure est mise
en évidence par la notation bra-ket f(~a) = 〈f |~a〉 qui est bilinéaire en f et
~a :

〈ξf + ηg |~a〉 = ξ 〈f |~a〉+ η 〈g |~a〉〈
f
∣∣∣ ξ~a+ η~b

〉
= ξ 〈f |~a〉+ η

〈
f
∣∣∣~b
〉 (1.62)

pour f ,g ∈ V∗, ~a,~b ∈ V et ξ, η nombres complexes (diffère de la mécanique
quantique où le bra-ket est sesquilinéaire).

Les quatre 1-formes eµ définies par

〈eµ |~eν 〉 = δν
µ (1.63)

agissent sur ~a = aµ~eµ par

〈eµ |~a〉 = aµ. (1.64)

Elles forment une base de V∗ (base duale de la tétrade ~eν). En effet, pour
une 1-forme f ∈ V∗, posant

fµ = 〈f |~eµ 〉 , que nous appellerons composantes de f dans K, (1.65)

on a 〈f |~eν 〉 = 〈fµe
µ |~eν 〉 et 〈f |~a〉 = 〈fµe

µ |~a〉 ∀~a ∈ V. Cela montre que les
quatre 1-formes indépendantes eµ forment une base puisque toute f s’ex-
prime comme f = fµe

µ.

On peut comparer les expressions

~a = aµ~eµ = ~eµ 〈eµ |~a〉 et f = fµe
µ = 〈f |~eµ 〉 eµ (1.66)
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avec les expressions de la mécanique quantique

|a〉 =
∑

n

an |n〉 =
∑

n

|n〉 〈n | a〉 et 〈f | =
∑

n

fn 〈n| =
∑

n

〈f |n〉 〈n|

(1.67)
où |n〉 est une base d’états.

Si ~a = aµ~eµ, 〈f |~a〉 s’exprime par la contraction de f et ~a :

〈f |~a〉 = fµa
µ = f0a

0 + f1a
1 + f2a

2 + f3a
3. (1.68)

Ne pas confondre la contraction (tous les signes sont +) avec l’expres-
sion (1.58).

Rappelons les formules (1.39) et (1.43) de changement de base 21 pour
les composantes des vecteurs et les tétrades de V :

a′µ = Λµ
νa

ν , (1.69)

~e ′µ =
(
Λ−1

)ν
µ~eν . (1.70)

La formule de changement de base pour les composantes des 1-formes s’ob-
tient en portant l’équation (1.70) dans la définition des composantes (1.65),
écrite dans K ′, f ′µ =

〈
f
∣∣~e ′µ

〉
:

f ′µ =
(
Λ−1

)ν
µfν. (1.71)

La transformation des tétrades de V∗ peut s’obtenir 22 en écrivant l’équa-
tion (1.69) sous la forme 〈e′µ |~a〉 = Λµ

ν 〈eν |~a〉 :

e′µ = Λµ
νe

ν . (1.72)

Les noms covariant et contravariant sont donnés par comparaison aux for-
mules de changement de base des ~eµ. Le � vecteur covariant � fµ se trans-
forme comme ~eµ, et le � vecteur contravariant � aµ se transforme de façon
contraire). Les indices en haut (en bas) sont qualifiés de même de contra-
variants (covariants).

La notation bra-ket met en évidence que le dual de V∗ (bidual de V)
redonne V. Autrement dit, une fonction complexe a(c) linéaire du covec-
teur c ∈ V∗ peut s’écrire comme un bra-ket a(c) = 〈c |~a〉 et s’identifie au
quadrivecteur ~a = a(eµ)~eµ.

21. Nous nous limitons aux changements de bases entre référentiels d’inertie, mais dans
cette section, tout reste valable pour des changements de bases quelconques (Λ étant alors
n’importe quelle matrice 4 × 4 inversible).

22. On peut aussi partir de f = fµeµ = f ′

µe′µ et procéder comme dans la démonstration
de l’équation (1.43).
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1.9.2 Tenseurs covariants et N-formes

Un tenseur T de type
( 0
N

)
est une fonction complexe T(~a1,~a2, . . . ,~aN )

multilinéaire de N quadrivecteurs. Cette définition est indépendante du
référentiel : un tenseur est un invariant. Les tenseurs de type

(0
0

)
sont les

scalaires (c, m, . . . ). Les tenseurs de type
(
0
1

)
sont les 1-formes.

En pratique, on utilise les composantes du tenseur dans un référentiel K.
Ce sont les 4N nombres Tµ1µ2...µN

= T(~eµ1
, ~eµ2

, . . . , ~eµN
). Les composantes

dans le référentiel K ′ sont données par T ′
µ1µ2...µN

= T(~e ′µ1
, ~e ′µ2

, . . . , ~e ′µN
). En

y portant l’équation (1.70), ~e ′µk
=
(
Λ−1

)νk
µk
~eνk

, et en utilisant la multi-
linéarité de T on obtient la loi de transformation des composantes

T ′
µ1µ2...µN

=
(
Λ−1

)ν1

µ1

(
Λ−1

)ν2

µ2
× · · · ×

(
Λ−1

)νN
µN

Tν1ν2...νN
. (1.73)

Pour un tenseur T de type
(
0
2

)
et deux vecteurs ~u = uµ~eµ et ~v = vν~eν ,

T(~u,~v) s’exprime par la double contraction :

T(~u,~v) = T(uµ~eµ, v
ν~eν) = T(~eµ, ~eν)uµvν = Tµνu

µvν . (1.74)

Si T(~u,~v) = T(~v, ~u) (resp. T(~u,~v) = −T(~v, ~u)) pour tout ~u,~v ∈ V alors
Tρσ = Tσρ (resp. Tρσ = −Tσρ) et le tenseur Tρσ est dit symétrique (resp.
antisymétrique). Une N -forme est un tenseur de type

( 0
N

)
complètement

antisymétrique (Tµνρσ··· = −Tνµρσ··· = −Tρνµσ··· = . . . ).

1.9.3 Produit tensoriel

Le produit tensoriel d’espaces vectoriels intervient en mécanique quan-
tique. Ainsi, l’espace S des états de deux spins s1 et s2 est le produit tensoriel
S1 ⊗ S1 des espaces S1 et S2 de chaque spin. Une base de S est donnée par
les produits tensoriels | s1m1s2m2〉 = | s1m1〉 ⊗ |s2m2〉 des vecteurs de base
de S1 et S2.

Le produit tensoriel de deux 1-formes p et q est le tenseur T = p⊗q de
type

(0
2

)
défini par T(~u,~v) = 〈p |~u〉 〈q |~v 〉 (où ~u,~v ∈ V) soit, en composantes,

Tµν = pµqν. Le produit tensoriel n’est pas commutatif en général (p ⊗ q 6=
q⊗ p). L’espace des tenseurs de type

(0
2

)
est le produit tensoriel V∗ ⊗V∗.

Une base de cet espace est donnée par les 16 produits tensoriels eµ⊗eν et les
composantes Tµν d’un tenseur T sont en fait les composantes dans cette base
tensorielle : T = Tµν eµ⊗eν puisque Tµν eµ⊗eν(~u,~v) = Tµν 〈eµ |~u〉 〈eν |~v 〉 =
Tµνu

µvν .

Le produit tensoriel de N 1-formes donne de même un tenseur de type(
0
N

)
.

L’espace des tenseurs de type
( 0
N

)
est le produit tensoriel V∗ ⊗ · · · ⊗V∗

︸ ︷︷ ︸
N facteurs

.
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1.9.4 Tenseurs contravariants

Un tenseur T de type
(M

0

)
est une fonction complexe T(f 1, f2, . . . , fM )

multilinéaire de M covecteurs. Les composantes du tenseur dans K sont les
4M nombres

T µ1µ2...µM = T(eµ1 , eµ2 , . . . , eµM ).

Les composantes dans le référentiel K ′ sont données par

T ′µ1µ2...µM = T(e′µ1 , e′µ2 , . . . , e′µM ).

En y portant l’équation (1.72), e′µk = Λµk
νk

eνk , on obtient la loi de trans-
formation des composantes

T ′µ1µ2...µM = Λµ1
ν1

Λµ2
ν2
× · · · × ΛµM

νM
T ν1ν2...νM . (1.75)

D’après la remarque de la fin de la section 1.9.1, les tenseurs de type(1
0

)
sont les quadrivecteurs. Dans ce cas, l’équation (1.75) redonne l’équa-

tion (1.69). Les tenseurs de type
(M

0

)
sont les éléments du produit tensoriel

V⊗ · · · ⊗V︸ ︷︷ ︸
M facteurs

.

1.9.5 Tenseurs mixtes

On généralise les définitions des sections 1.9.2 et 1.9.4. Un tenseur T
de type

(M
N

)
est une fonction complexe multilinéaire de N vecteurs et M

covecteurs. Suivant l’ordre des vecteurs et covecteurs, il y a
(M +N)!

M !N !
sortes de tenseurs de type

(M
N

)
. Ainsi il y a trois sortes de tenseurs de

type
(
1
2

)
: R

(
f ,~a,~b

)
, S
(
~a, f ,~b

)
, et T

(
~a,~b, f

)
(f ∈ V∗, ~a,~b ∈ V). Les 64

composantes dans K de chacun de ces tenseurs sont Rα
βγ = R (eα, ~eβ , ~eγ),

Sα
β

γ = S
(
~eα, e

β , ~eγ
)

et Tαβ
γ = T (~eα, ~eβ , e

γ). La loi de transformation des
composantes généralise les lois (1.73) et (1.75). Ainsi, pour le tenseur de
composantes Rα

βγδ de type
(1
3

)
, c’est

R′α
βγδ = Λα

µ

(
Λ−1

)ν
β

(
Λ−1

)ρ
γ

(
Λ−1

)σ
δ R

µ
νρσ. (1.76)

1.9.6 Algèbre tensorielle

La somme directe des espaces vectoriels

C⊕V ⊕V∗ ⊕ (V ⊗V) ⊕ (V ⊗V∗)⊕ (V∗ ⊗V)⊕ · · · ,

où C est l’ensemble des nombres complexes, munie du produit tensoriel
forme l’algèbre tensorielle de V. L’expression mathématique (1 +~a)⊗~a (où
~a ∈ V) n’a pas de sens physique : on utilisera seulement des expressions
comportant des tenseurs de même type.
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1.9.7 Calcul tensoriel : règles pratiques (1–4)

En pratique, on utilise les composantes. Pour le changement de réfé-
rentiel, on écrit la loi (1.39), (1.71), (1.73), (1.75) ou (1.76), et, dans le cas
d’un champ de tenseur, on procède comme dans l’équation (1.56). Voici des
opérations sur les composantes, qui partant de tenseurs donnent d’autres
tenseurs.
Règle 1. Addition, multiplication par un scalaire

Pour des tenseurs de mêmes indices (T µ = φAµ + ψBµ).
Règle 2. Multiplication

C’est le produit tensoriel (T αβ
γ = Fαβ Aγ).

Règle 3. Permutation des indices
Exemple : Tρσ = Rσρ. En général, on obtient un tenseur différent (Tρσ =

−Rρσ pour une 2-forme).
Règle 4. Contraction

On a vu que la contraction fµa
µ donnait un scalaire (équation (1.68)).

La double contraction Tµνu
µvν (équation (1.74)) forme également un sca-

laire. Plus généralement, on appelle contraction une sommation de la forme
···µ···

···µ··· des composantes d’un tenseur de type
(
M
N

)
. La contraction prend

la même forme dans tous les référentiels et donne un tenseur de type
(
M−1
N−1

)
.

Vérifions le pour Tβδ = Rα
βαδ. D’après l’équation (1.76)

R′α
βαδ = Λα

µ

(
Λ−1

)ρ
α︸ ︷︷ ︸

δµ
ρ

(
Λ−1

)ν
β

(
Λ−1

)σ
δ R

µ
νρσ =

(
Λ−1

)ν
β

(
Λ−1

)σ
δ R

µ
νµσ

soit T ′
βδ =

(
Λ−1

)ν
β

(
Λ−1

)σ
δ Tνσ qui montre que les Tβδ se transforment

comme les composantes d’un tenseur de type
(0
2

)
.

1.9.8 Applications linéaires

L’expression complètement contractée

s = T (f , ~u) = T α
βfαu

β (1.77)

correspond à la définition du tenseur T de type
(
1
1

)
comme fonction com-

plexe linéaire du covecteur f = fαe
α ∈ V∗ et du vecteur ~u = uβ~eβ ∈ V.

Considérons maintenant l’expression

vα = Tα
βu

β (1.78)

où on laisse l’indice α libre. Elle définit une application linéaire ~v = T ~u
associant au vecteur ~u = uβ~eβ ∈ V le vecteur ~v = vα~eα ∈ V. Ainsi, on peut
considérer un tenseur de type

(
1
1

)
comme une application linéaire de

V→ V. La matrice de cette application linéaire dans la base ~eα est (Tα
β).

La loi de transformation des composantes du tenseur (T α
β) de K à K ′,

T ′α
β = Λα

µ

(
Λ−1

)ν
β T

µ
ν , (1.79)
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n’est rien d’autre que la loi de transformation de la base ~eα à la base ~e ′α de
cette matrice :

T′ = ΛTΛ−1. (1.80)

1.10 Propriétés métriques

1.10.1 Le tenseur métrique

Le produit scalaire g(~a,~b) = ~a · ~b est une fonction réelle invariante bi-
linéaire des deux quadrivecteurs ~a et ~b. C’est donc un tenseur de type

(0
2

)
et

ses composantes gµν sont données par le tableau (1.59). Le tenseur métrique

est symétrique : g(~a,~b) = g(~b,~a) ou gµν = gνµ. Le produit scalaire s’écrit
comme une contraction :

~a ·~b = gµν a
µbν . (1.81)

Les composantes du tenseur métrique sont les mêmes dans K et K ′. Cette
propriété s’écrit en composantes, d’après l’équation (1.73)

gµν = Λρ
µΛσ

ν gρσ . (1.82)

Exercice 1.1 (Le groupe de Lorentz). On considère les matrices réelles
4 × 4 qui laissent invariant le produit scalaire (1.81). Ce sont les matrices
réelles Λ qui vérifient la relation (1.82). On peut comparer cette relation
à la relation δjl = Ri

jR
k
l δik qui caractérise les matrices orthogonales Ri

j

(groupe O(3)).

1) Récrire l’équation (1.82) sous forme matricielle. En déduire detΛ =
±1.

2) Montrer que les matrices réelles Λ qui vérifient la relation (1.82)
forment un groupe (groupe de Lorentz ou groupe O(3, 1)), la loi de groupe
étant le produit des matrices.

3) On désigne par ~Λν les 4 quadrivecteurs colonnes de la matrice Λ

(de composantes
(
~Λν

)µ
= Λµ

ν). Montrer qu’ils forment une tétrade ortho-

normée.

4) Montrer que l’inverse de Λ ∈ O(3, 1) est donné par

(
Λ−1

)β
α = Λσ

ν gσα g
νβ . (1.83)

5) Obtenir l’inverse (1.36) de la matrice de Lorentz (1.34) en utilisant
cette équation.

6) Montrer que |Λ0
0| ≥ 1

7) Les matrices de Lorentz se répartissent en 4 classes (nappes) suivant
la valeur de det Λ et le signe de Λ0

0 (cf. table 1.1).

Tab. 1.1 – Nappes du grou-

pe de Lorentz. P désigne l’in-

version spatiale (P = G de l’é-

quation (1.59)) et T l’inversion

du sens du temps (T = −G).
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Nappe det Λ Λ0
0 contient groupe

L↑
+ +1 ≥ 1 I } restreint

L↑
− −1 ≥ 1 P

}
orthochrone

L↓
− −1 ≤ −1 T

L↓
+ +1 ≤ −1 TP





complet

a) Montrer que L↑
+ ∪ L↓

+ (sous-ensemble des matrices de Lorentz telles
que det Λ = 1) est un groupe (groupe SO(3, 1)).

b) Montrer les matrices de Lorentz telles que Λ0
0 ≥ 1 forment un groupe

(groupe de Lorentz orthochrone L↑
+ ∪ L↑

−).

c) Montrer que L↑
+ est un groupe (groupe de Lorentz restreint).

d) L’ensemble L↑
+ ∪ L↓

− forme-t-il un groupe?

1.10.2 Correspondance entre quadrivecteurs et 1-formes

Le rôle fondamental du produit scalaire est d’introduire une corres-
pondance entre quadrivecteurs et 1-formes (en mécanique quantique, au
ket |Φ〉 correspond le bra 〈Φ|). Soit ~v = vα~eα ∈ V un quadrivecteur de
composantes vα. La fonction qui à ~a ∈ V associe ~v · ~a est linéaire en ~a ;
elle définit la 1-forme v : 〈v |~a〉 = ~v · ~a. Calculons les composantes de v :
vα = 〈v |~eα 〉 = ~v · ~eα = vβ~eβ · ~eα = vβ gαβ . Les composantes vα sont donc

vα = gαβ v
β ou v0 = v0, v1 = −v1, v2 = −v2, v3 = −v3.

(1.84)
La transformation inverse s’écrit

vα = gαβ vβ . (1.85)

Lorsque on effectue les transformations (1.84) ou (1.85) qui identifient qua-
drivecteurs et 1-formes on dit qu’on abaisse ou monte les indices. On peut,
avec ces transformations écrire le produit scalaire (1.81) de plusieurs façons :

~a ·~b = gµν a
µbν = aνb

ν = aµbµ = gµν aµbν . (1.86)

1.10.3 Calcul tensoriel : règles pratiques (5)

Règle 5. Monter et abaisser les indices

Les transformations (1.84) et (1.85) permettent d’identifier des tenseurs
de types

(M
N

)
avec même M + N . Ainsi le tenseur F αβ est identifié aux

tenseurs Fα
β = gαγF

γβ , Fα
β = gβγF

αγ et Fαβ = gαγgβδF
γδ. On sait que

ces expressions donnent bien des tenseurs (d’après les règles 2 et 4 de la
section 1.9.7). On peut changer la hauteur des indices d’une contraction,
comme dans l’équation (1.86) ou dans T µα

µ = Tµ
αµ.

Exercice 1.2. Quels sont les tenseurs identifiés au tenseur métrique gαβ ?
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1.11 Tenseur de Levi-Civita

Considérons la fonction ε(~a0,~a1,~a2,~a3) = −Ω des 4 quadrivecteurs ~aµ qui
donne l’opposé du volume algébrique Ω du parallélépipède construit sur les
4 quadrivecteurs. Le volume Ω, qui peut être calculé par Ω = det ((~aµ)ν), est
une fonction multilinéaire, complètement antisymétrique et invariante dans
les transformations de Lorentz (1.31). La fonction ε(~a0,~a1,~a2,~a3) définit
donc une 4-forme appelée tenseur de Levi-Civita 23. Nous utiliserons aussi
le tenseur associé εαβγδ de type

(4
0

)
; ses composantes ont les mêmes valeurs

dans tous les référentiels :

εαβγδ =





+1 si αβγδ est une permutation paire de 0123 ;
−1 si αβγδ est une permutation impaire de 0123 ;
0 sinon.

(1.87)
Noter que la parité d’un cycle de longueur n est (−1)n−1 :

ε0123 = −ε1230 = 1, ε0123 = ε0231 = −1.

Lorsqu’on considère des transformations de Lorentz étendues, comme l’in-
version spatiale P , l’inversion du sens du temps T ou l’inversion spatio-
temporelle PT , les composantes (1.87) sont multipliées par detΛ : le tenseur
de Levi-Civita est un pseudo-tenseur.

L’opérateur ? de Hodge 24, transforme une p-forme en une q-forme (p +
q = d = la dimension de l’espace) par contraction avec le tenseur de Levi-
Civita. Par exemple, la 2-forme Fµν donne la 2-forme duale de Hodge

?Fµν =
1

2
εµν

ρσFρσ . (1.88)

On introduit un facteur de normalisation, 1/p! pour les p-formes, de sorte
qu’on retrouve la p-forme initiale, au signe près, en appliquant une deuxième
fois l’opérateur ?. On peut vérifier que ??Fµν = −Fµν . Le produit vectoriel
~C = ~A ∧ ~B dans l’espace euclidien 25 de dimension d = 3 apparâıt comme

le dual de Hodge de la 2-forme T ij = AiBj − AjBi : Ck =
1

2
eijk(AiBj −

BiAj) = eijkAiBj où eijk est le tenseur complètement antisymétrique tel
que e123 = 1 (la métrique de l’espace euclidien tri-dimensionnel est δij :
monter ou abaisser les indices ne modifiant pas les valeurs des composantes
des tenseurs, la convention d’Einstein est appliquée pour des indices répétés
à la même hauteur).

23. Tullio Levi-Civita (1873-1941)
24. William Vallance Douglas Hodge (1903-1975)
25. Euclide d’Alexandrie (vers 300 av. J.-C.)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Levi-Civita.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hodge.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euclid.html
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1.12 Gradient

1.12.1 Le quadrigradient

Nous considérons les quatre opérateurs
∂

∂xν
agissant sur les fonctions et

champs de tenseurs sur l’espace-temps E . Dans un changement de référentiel,

ces opérateurs se transforment par
∂

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
.

En dérivant l’équation (1.31), écrite pour la transformation inverse, on

a
∂xν

∂x′µ
= (Λ−1)νµ. La loi de transformation est donc

∂

∂x′µ
= (Λ−1)νµ

∂

∂xν

qui est la loi de transformation (1.71) des indices covariants.

Cela conduit à définir l’opérateur (gradient ou quadrigradient)

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂x0
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
=

(
∂

c∂t
, ~∇
)
. (1.89)

Encadrons la loi de transformation dans un changement de référentiel :

∂′µ = (Λ−1)νµ ∂ν . (1.90)

L’opérateur ∂µ appliqué à un tenseur de type
(
M
N

)
donne un tenseur de

type
( M
N+1

)
. Ainsi, appliqué au quadricourant jν , on obtient ∂µj

ν , qui est un

tenseur de type
(1
1

)
. La quadridivergence de jµ, c’est-à-dire la contraction

∂µj
µ =

∂ρ

∂t
+~∇· ~J de ce tenseur, permet d’écrire l’équation de continuité (1.6)

sous la forme covariante :

∂µj
µ = 0. (1.91)

L’action de ∂µ sur la coordonnée xν de K (ici xν ne désigne pas un quadri-
vecteur ; pour une valeur de ν donnée, xν ou xν(M) est le champ scalaire
qui associe àM∈ E la coordonnée xν du pointM) donne la 1-forme eν (on
rappelle que sa composante µ dans K est δµ

ν) :

∂µx
ν = δµ

ν . (1.92)

En faisant monter l’indice de ∂µ, on obtient la forme contravariante

∂µ = gµν∂ν =

(
∂

∂x0
, − ∂

∂x1
, − ∂

∂x2
, − ∂

∂x3

)
=

(
∂

c∂t
, − ~∇

)
(1.93)

de l’opérateur gradient, qui, dans un changement de référentiel, se trans-
forme par ∂ ′µ = Λµ

ν ∂
ν et qui appliquée à un tenseur de type

(M
N

)
donne un

tenseur de type
(
M+1

N

)
.
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1.12.2 Le d’Alembertien

Le d’Alembertien

= ∂µ∂µ =
1

c2
∂2

∂t2
− ~∇2

=
1

c2
∂2

∂t2
−∆ (1.94)

se comporte comme un scalaire dans un changement de référentiel. Appliqué
à un tenseur de type

(M
N

)
, il donne un tenseur de même type

(M
N

)
.

1.12.3 Une interprétation géométrique du gradient

Soit S(M) un champ scalaire de l’espace-temps E (mettons la tem-
pérature en M ∈ E) et supposons qu’un observateur en M effectue le

déplacement
−−→
dM = ~udτ = (dx0, dx1, dx2, dx3), où ~u est la quadrivitesse

et dτ la variation de temps propre de l’observateur. La variation de la
température vue par l’observateur pendant ce déplacement est

dS =
∂S

∂x0
dx0 +

∂S

∂x1
dx1 +

∂S

∂x2
dx3 +

∂S

∂x3
dx3

= (∂µS) dxµ =
〈
∇S

∣∣∣−−→dM
〉

(1.95)

où ∇S désigne la 1-forme de composantes ∂µS dans K. L’opérateur gra-
dient, appliqué à S, s’interprète géométriquement sans avoir à utiliser un

référentiel : il produit la 1-forme ∇S qui, appliquée au déplacement
−−→
dM,

donne la variation de S le long de
−−→
dM.

1.12.4 Représentation géométrique d’une 1-forme

Soit une 1-forme f constante. Définissons la fonction S(M) = fµx
µ. On a

∂µS = fµ et donc f = ∇S. Pour tout quadrivecteur ~u ∈ V choisissons deux

points A,B ∈ E tels que
−→AB = ~u. On a 〈f | ~u〉 = fµu

µ = S(B) − S(A). La
valeur de 〈f | ~u〉 est donc la variation de S le long de ~u. On peut représenter
géométriquement la 1-forme f par la famille d’hyperplans S =Cte, pour des
valeurs entières de Cte (l’unité de mesure mise à part). La valeur 〈f | ~u〉
est alors le nombre d’hyperplans de cette famille traversés par le vecteur ~u,
ce nombre étant compté positivement ou négativement suivant le sens de
variation de S.

Fig. 1.8 – Représentation

géométrique d’une 1-forme.
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O
x1

x0

~f

~u

S = 0 1 2 3 4

Sur la figure 1.8, on a représenté les hyperplans S = x0 + 2x1 =Cte
associés à la 1-forme f de composantes

f0 = 1, f1 = 2, f2 = f3 = 0

(coordonnées x2 et x3 omises). Pour le vecteur ~u = (2, 1, 0, 0), qui traverse les
4 hyperplans S = 1, 2, 3 et 4, 〈f | ~u〉 = 4. Le quadrivecteur ~f de composantes
fµ = ∂µS = (1, − 2, 0, 0) est normal aux hyperplans S =Cte. On a aussi
~f · ~u = 〈f | ~u〉 = 4.

1.13 Intégrales quadridimensionnelles

1.13.1 L’invariance de l’élément de volume d4x

Dans les intégrales sur l’espace-temps E , l’élément de volume quadridi-
mensionnel d4x se transforme de K à K ′ par

d4x′ =
∂(x′0, x′1, x′2, x′3)

∂(x0 , x1 , x2 , x3 )
d4x = |det Λ| d4x = d4x. (1.96)

L’élément de volume quadridimensionnel est donc un invariant :

d4M = d4x′ = d4x. (1.97)

Un champ scalaire S(M) sur l’espace-temps E s’écrit dans K et K ′ sous les
formes

S(M) = S(x0, x1, x2, x3) = S′(x′0, x′1, x′2, x′3). (1.98)

Exemple : Le temps t dans le référentiel K de l’événement M peut être
considéré comme le champ scalaire

S(x0, x1, x2, x3) =
x0

c
= S′(x′0, x′1, x′2, x′3) =

γ(x′0 + βx′1)

c
(1.99)

pour K et K ′ liés par la transformation de Lorentz spéciale (1.34).
L’intégrale dans tout l’espace-temps E du champ scalaire (1.98) peut se

calculer dans K ou K ′ :∫

E
S(M) d4M =

∫
S′(x′0, x′1, x′2, x′3) d4x′ =

∫
S(x0, x1, x2, x3)d4x.

(1.100)
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1.13.2 Fonction de Dirac quadridimensionnelle

La fonction de Dirac 26 quadridimensionnelle

δ(4)(uµ) = δ(u0)δ(u1)δ(u2)δ(u3) (1.101)

est le produit de quatre fonctions de Dirac. Soit Y un point de l’espace-temps
E , de coordonnées yµ dans K, et désignons par M ∈ E , de coordonnées xµ

dans K, le point sur lequel on intègre. Posons uµ = xµ − yµ dans (1.101) et
calculons l’intégrale
∫

E
δ(4)(xµ − yµ)S(x0, x1, x2, x3) d4x

=

∫
δ(x0 − y0)δ(x1 − y1)δ(x2 − y2)δ(x3 − y3)S(x0, x1, x2, x3) d4x

= S(y0, y1, y2, y3) = S(Y) (1.102)

On trouve de même, dans K ′, en posant uµ = x′µ − y′µ dans (1.101) et en
utilisant (1.98),
∫

E
δ(4)(x′µ − y′µ)S′(x′0, x′1, x′2, x′3) d4x′ = S′(y′0, y′1, y′2, y′3) = S(Y).

La fonction de Dirac quadridimensionnelle est donc un invariant (champ
scalaire) qu’on peut noter δ(4)(~u) :

δ(4)(~u) = δ(4)(u′µ) = δ(4)(uµ), (1.103)

où on n’a pas écrit δ′(4)(u′µ) puisque la fonction, donnée par (1.101), est la
même dans K et K ′.

1.13.3 Intégration par parties

Soient f(x0, x1, x2, x3) et g(x0, x1, x2, x3) deux fonctions sur l’espace-
temps E qui s’annulent dans toutes les directions à l’infini de E . On a les
propriétés suivantes, utiles par la suite.

– L’intégrale dans tout l’espace-temps de ∂µf est

∫
∂µf d

4x = 0. (1.104)

En effet, on a, par exemple pour µ = 1,
∫

∂1f d
4x =

∫
dx0dx2dx3

∫ ∞

−∞
dx1 ∂f

∂x1

=

∫
dx0dx2dx3

[
f |x1=∞ − f |x1=−∞

]
= 0. (1.105)

26. Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)

http://www.nobel.se/physics/laureates/1933/dirac-bio.html
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– Intégration par parties

∫
f (∂µg) d

4x = −
∫

(∂µf) g d4x. (1.106)

En effet, d’après l’équation (1.104),
∫

f∂µg d
4x =

∫
[∂µ(fg)− (∂µf)g] d4x = −

∫
(∂µf)g d4x. (1.107)

1.14 Quadripotentiel

Regroupons, dans K, les potentiels ~A et φ de jauge de Lorenz, en posant
A0 = φ/c, à l’aide du seul symbole 27

~A = (Aα) =

(
φ

c
, ~A

)
(quadripotentiel). (1.108)

Les équations (1.21) et (1.22) se regroupent 28 en utilisant le quadricou-
rant (1.54) :

Aα = µ0 j
α. (1.109)

La condition de Lorenz (1.12) s’écrit

∂αA
α = 0 (quadridivergence de ~A = 0). (1.110)

Ces équations, compte tenu de l’invariance du d’Alembertien, sont cova-
riantes si on postule que le quadripotentiel est un quadrivecteur, ce que
nous avions anticipé dans la notation ~A = (Aα). Remarquer que le potentiel
scalaire φ n’est pas un scalaire dans les transformations de Lorentz (il est
un scalaire dans les rotations-translations spatiales). La condition de Lorenz
reste vérifiée dans tous les référentiels. En appliquant l’opérateur ∂α à gauche
de l’équation (1.109) on obtient, avec (1.110), l’équation de continuité (1.91)
∂αj

α = 0.
L’invariance de jauge (1.11) s’écrit

Aα −→ Aα − ∂αψ. (1.111)

On peut considérer ψ comme un scalaire ; le quadripotentiel ~A est alors
considéré comme un quadrivecteur quelle que soit la jauge considérée. Ce-
pendant, si le quadripotentiel ~A satisfait à la condition de Coulomb (1.13)
dans le référentiel K, ∂iA

i = 0 (sommation sur i = 1, 2, 3), alors dans
le référentiel K ′, ∂′iA

′i =
(
Λ−1

)µ
iΛ

i
ν∂µA

ν peut être différent de zéro : la
condition de Coulomb n’est pas nécessairement vérifiée dans K ′.

27. ~A = (Aα) = (φ, ~A) en système de Gauss (cgs)

28. Aα =
4π

c
jα en système de Gauss (cgs)
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1.15 Tenseur du champ électromagnétique

Récrivons les équations (1.10) donnant les champs ~E = (Ex, Ey, Ez) et
~B = (Bx, By, Bz) (les indices qui correspondent aux axes de coordonnées
1, 2, 3 sont nommés x, y, z pour rappeler qu’ils ne sont pas contravariants :
nous ne définirons pas un quadrivecteur Eµ) en fonction des composantes
covariantes du quadripotentiel A0 = φ/c, A1 = −A1, A2 = −A2, A3 = −A3

et en exprimant les dérivées à l’aide des opérateurs ∂µ. On obtient

Ex = c(∂0A1 − ∂1A0),
Ey = c(∂0A2 − ∂2A0),
Ez = c(∂0A3 − ∂3A0),

Bx = ∂3A2 − ∂2A3,
By = ∂1A3 − ∂3A1,
Bz = ∂2A1 − ∂1A2.

(1.112)

Les champs apparaissent dans le tenseur du champ électromagnétique (ou
tenseur de Faraday)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (1.113)

de composantes

Fµν =




0 Ex/c Ey/c Ez/c
−Ex/c 0 −Bz By

−Ey/c Bz 0 −Bx

−Ez/c −By Bx 0


 . (1.114)

En montant les indices, on obtient

F µν =




0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c
Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0


 . (1.115)

Le tenseur Fµν est antisymétrique (Fµν = −Fνµ) : c’est une 2-forme. On
peut vérifier l’invariance de jauge en remplaçant Aα par Aα − ∂αψ dans
Fµν = ∂µAν−∂νAµ. On retrouve alors Fµν : ∂µ(Aν−∂νψ)−∂ν(Aµ−∂µψ) =
∂µAν − ∂νAµ.

L’opérateur ? de Hodge (1.88) donne un nouveau tenseur antisymétrique

?Fµν =
1

2
εµνρσF

ρσ =




0 Bx By Bz

−Bx 0 Ez/c −Ey/c
−By −Ez/c 0 Ex/c
−Bz Ey/c −Ex/c 0


 (1.116)

appelé le dual de Fµν . Remarquons que ?Fµν s’obtient en faisant les rempla-
cements

~E −→ c ~B, ~B −→ −
~E

c
(dualité électrique-magnétique) (1.117)
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dans Fµν . Ce remplacement laisse les équations de Maxwell (1.1–1.4) inva-

riantes lorsque ~J et ρ sont nuls. Noter que

F µνFµν = 2

(
B2 − E2

c2

)
et F µν?Fµν = −4 ~E · ~B

c
(1.118)

sont des invariants.

Transformation des champs

La loi de transformation des composantes (1.73),

F ′
µν =

(
Λ−1

)ρ
µ

(
Λ−1

)σ
ν Fρσ , (1.119)

permet d’obtenir les champs ~E ′ et ~B ′ dans le référentiel K ′ en fonction
des champs dans le référentiel K. Dans le cas de la transformation de
Lorentz spéciale vue à la section 1.3, où la matrice Λ−1 est donnée par
l’équation (1.36), on obtient (détails des calculs plus bas) :

E′x = Ex B′x = Bx

E′y = γ (Ey − βcBz) B′y = γ

(
By +

β

c
Ez

)

E′z = γ (Ez + βcBy) B′z = γ

(
Bz − β

c
Ey

)
.

(1.120)

Ces formules de transformations correspondent à des champs au même point
de l’espace-temps. L’équation E ′x = Ex signifie, en détaillant,

E′x(x′0, x′1, x′2, x′3) = Ex(x0, x1, x2, x3)

= Ex
(
γ(x′0 + βx′1), γ(x′1 + βx′0), x′2, x′3

)
(1.121)

où les xµ ont été exprimés en fonction des x′µ par l’équation (1.35).

Obtention des équations (1.120)

On calcule F ′
01 =

(
Λ−1

)ρ
0

(
Λ−1

)σ
1 Fρσ =

(
Λ−1

)0
0

(
Λ−1

)1
1 F01

+
(
Λ−1

)1
0

(
Λ−1

)0
1 F10 = γ2F01 + β2γ2F10 = (1− β2)γ2F01 = F01 d’où

E′x = Ex et B′x = Bx

en utilisant ?F ′
01 = ?F01 pour le tenseur dual.

Puis F ′
02 =

(
Λ−1

)ρ
0

(
Λ−1

)σ
2 Fρσ =

(
Λ−1

)0
0

(
Λ−1

)2
2 F02

+
(
Λ−1

)1
0

(
Λ−1

)2
2 F12 = γF02 + βγF12 donne

E′y = γ (Ey − βcBz) et B′y = γ

(
By +

β

c
Ez

)
.
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De même F ′
03 =

(
Λ−1

)ρ
0

(
Λ−1

)σ
3 Fρσ =

(
Λ−1

)0
0

(
Λ−1

)3
3 F03

+
(
Λ−1

)1
0

(
Λ−1

)3
3 F13 = γF03 + βγF13 donne

E′z = γ (Ez + βcBy) et B′z = γ

(
Bz − β

c
Ey

)
.

Remarquons que les calculs ci-dessus (transformation des composantes d’un
tenseur Fµν de type

(0
2

)
) peuvent aussi être effectués sous forme matricielle

en notant F•• la matrice des composantes et en récrivant la loi de transfor-
mation des composantes (1.119) sous la forme

F ′
•• = Λ̃−1 F•• Λ−1. (1.122)

1.16 Formulation covariante de
l’électromagnétisme

Les équations de Maxwell s’écrivent avec le tenseur du champ électro-
magnétique et son dual sous la forme

∂µF
µν = µ0 j

ν , (1.123)

∂µ?F
µν = 0. (1.124)

En effet pour ν = 0, ∂µF
µ0 = µ0 j

0, soit ~∇· ~E/c = µ0cρ, équivaut à l’équation

de Maxwell (1.1) et ∂µ?F
µ0 = 0 à l’équation de Maxwell (1.3) ~∇ · ~B = 0.

Pour ν = 1, ∂µF
µ1 = µ0 j

1, soit

− 1

c2
∂Ex

∂t
+ ∂yB

z − ∂zB
y = µ0 J

x,

est la composante x de l’équation de Maxwell (1.2). Par des calculs similaires,
on peut vérifier que l’équation de Maxwell (1.2) (resp. (1.4)) équivaut à
∂µF

µi = µ0 j
i (resp. ∂µ?F

µi = 0).

L’équation (1.124) s’écrit aussi en fonction de Fµν

εµνρσ∂νFρσ = 0. (1.125)

On peut ainsi remplacer (1.124) par

∂µFνρ + ∂ρFµν + ∂νFρµ = 0 (1.126)

qui est valable pour µ, ν et ρ quelconques : lorsque µ, ν et ρ sont tous
différents, cela résulte de (1.125) ; lorsque par exemple µ = ν, cela résulte
de l’antisymétrie de Fρσ.
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Il est instructif de vérifier la cohérence de l’équation (1.123), c’est-à-dire
que le quadricourant a une quadridivergence nulle :

µ0∂νj
ν = ∂ν∂µF

µν = 0. (1.127)

La deuxième expression est bien nulle :

∂ν∂µF
µν = −∂µ∂νF

νµ = −∂ν∂µF
µν = 0 ; (1.128)

la première égalité résulte de la symétrie de ∂ν∂µ et de l’antisymétrie de F µν

dans l’échange de µ et ν ; la deuxième s’obtient en renommant les indices
muets.

Déterminons maintenant l’écriture covariante de la force de Lorentz (1.7).
En relativité, l’équation non-relativiste (1.26) du mouvement d’une particule
devient

d~p

dτ
= ~f ou, en composantes,

dpµ

dτ
= fµ (1.129)

qui exprime la dérivée par rapport au temps propre de la quadriimpulsion

~p = m~u =

(
W

c
, ~P

)
de la particule en fonction d’un quadrivecteur ~f (la

quadriforce). Cette expression doit redonner la loi du mouvement

d~P

dt
= ~F = q

(
~E + ~V ∧ ~B

)
(1.130)

et la dérivée temporelle de l’énergie de la particule

dW

dt
= ~F · ~V = q ~E · ~V . (1.131)

Dans un référentiel comobile (cf. section 1.6) avec la particule,

~V = 0, ~P = 0, ~u = (c, 0, 0, 0), ~p = (mc, 0, 0, 0), (1.132)

d~P

dt
=
d~P

dτ
= q ~E et

dW

dt
= 0. (1.133)

On en déduit que dans ce référentiel

d~p

dτ
=

(
1

c

dW

dτ
,
d ~P

dτ

)
=
(
0, q ~E

)
. (1.134)

Le quadrivecteur qui a pour composantes
(
0, q ~E

)
dans le référentiel como-

bile peut s’écrire de façon covariante :
(
0, q ~E

)
= qF µνuν . La forme cova-

riante de l’équation du mouvement ne peut donc être que

dpµ

dτ
= qF µνuν . (1.135)
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On vérifie en effet, dans un référentiel quelconque, en utilisant ~u =

(γc, γ~V ) (cf. équation (1.47)) et dτ = dt/γ, que
dpi

dτ
= qF iνuν équivaut

à l’équation (1.130). L’équation (1.135) pour µ = 0,
dp0

dτ
= qF 0νuν , donne

la dérivée temporelle de l’énergie de la particule (1.131).
Considérons le tenseur du champ électromagnétique comme une appli-

cation linéaire F de V → V de matrice F µ
ν (cf. section 1.9.8). On récrit

l’équation (1.135) sous la forme

d~p

dτ
= ~f = qF ~u (1.136)

qui donne une interprétation physique du tenseur du champ électromagné-
tique : c’est l’application linéaire qui appliquée à q~u donne la quadriforce ~f
agissant sur une particule de charge q et quadrivitesse ~u. On peut obtenir
la valeur expérimentale de cette application linéaire F en mesurant la qua-
driforce ~f ressentie par une particule sonde de charge q animée de diverses
quadrivitesses ~u. Il est clair que F est indépendant du référentiel d’inertie
tout comme q, ~u et ~f .

L’équation (1.136) donne également une interprétation de l’antisymétrie
du tenseur F µν . En dérivant l’équation ~p · ~p = m2c2 on obtient que la qua-
driforce est orthogonale à la quadrivitesse :

~p · d~p
dτ

= ~p · ~f = m~u · ~f = 0. (1.137)

On doit avoir F µνuµuν = 0 pour toute quadrivitesse ~u, ce qui n’est possible
que si F µν est antisymétrique.

1.16.1 Formulation en termes du quadripotentiel

Nous avons vu, section 1.1.3, que les équations de Maxwell (1.3) et (1.4),
qui s’écrivent de façon covariante sous la forme (1.124) ou (1.126), sont
équivalentes à l’existence des potentiels. On en déduit, en utilisant (1.113),
qu’une 2-forme Fµν vérifie l’équation ∂µ?F

µν = 0 si et seulement si il existe
un quadripotentiel Aµ tel que Fµν = ∂µAν − ∂νAµ :

εµνρσ∂νFρσ = 0 ⇐⇒ ∃Aµ : Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (1.138)

Retrouvons quelques résultats de la section 1.1.3 en utilisant le forma-
lisme covariant. Le quadripotentiel Aµ n’est pas défini de façon unique par
l’équation (1.113). Si Aµ et Ãµ sont deux quadripotentiels vérifiant (1.113),
alors W µ = Aµ− Ãµ vérifie ∂µWν = ∂νWµ. Il en résulte que Wµdx

µ est une
différentielle totale : il existe une fonction ψ(xµ) telle que dψ = Wµdx

µ et
Wµ = ∂µψ. On retrouve ainsi l’invariance de jauge (1.11)

Aα −→ Ãα = Aα − ∂αψ. (1.139)
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En portant F µν = ∂µAν−∂νAµ dans ∂µF
µν = µ0 j

ν on obtient ∂µ∂
µAν−

∂µ∂
νAµ = µ0 j

ν , soit

Aν − ∂ν∂µA
µ = µ0 j

ν (1.140)

qui est l’expression covariante des équations (1.19) et (1.20) en jauge arbi-
traire. En jauge de Lorenz elle redonne (1.109) Aν = µ0 j

ν .

1.17 Résumé

Le tenseur du champ électromagnétique est la 2-forme

Fµν =




0 Ex/c Ey/c Ez/c
−Ex/c 0 −Bz By

−Ey/c Bz 0 −Bx

−Ez/c −By Bx 0


 . (1.141)

Les équations de Maxwell s’écrivent

∂µF
µν = µ0 j

ν , ∂µFνρ + ∂ρFµν + ∂νFρµ = 0. (1.142)

La quadriforce fµ agissant sur une particule de charge q et de quadrivitesse
uµ est

fµ = qF µνuν . (1.143)

Le tenseur du champ électromagnétique dérive d’un quadripotentiel

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (1.144)

Le champ électromagnétique reste invariant dans les transformations de
jauge

Aα −→ Ãα = Aα − ∂αψ. (1.145)

On peut imposer la condition de jauge de Lorenz

∂αA
α = 0. (1.146)

Le quadripotentiel vérifie alors

Aν = µ0 j
ν . (1.147)



40 2. LAGRANGIEN

2

Lagrangien

On montre que le système champ électromagnétique + particules est
décrit par un lagrangien 1 de la forme L = Lpart+Lchamp+Lint. On détermine
d’abord le lagrangien Lpart d’une particule libre, puis la forme du terme d’in-
teraction Lint entre une particule et le champ et, pour terminer, le lagrangien
du champ libre Lchamp.

2.1 Particule chargée dans un champ extérieur

2.1.1 Le principe de moindre action

Notons les coordonnées de la particule dans le référentiel K par ~x =

(x1, x2, x3) et la vitesse de la particule par
d~x

dt
= (ẋ1, ẋ2, ẋ3) ou ~V =

(V 1, V 2, V 3). Le système est caractérisé par un lagrangien L(xi,ẋi, t) qui
est une fonction explicite des xi, ẋi, et éventuellement du temps t. L’action

S =

∫ t2

t1

L(xi,ẋi, t) dt (2.1)

est une fonctionnelle S[~x(t)] définie pour toute fonction ~x(t) (pas seulement
pour le mouvement réel de la particule) pendant l’intervalle de temps [t1, t2].
On considère une variation infinitésimale δ~x(t) de ~x(t) vérifiantO

xi

t1 t t2

δxi(t)

xi(t)

x′i(t)

Fig. 2.1 – Variation de la tra-

jectoire.
δ~x(t1) = δ~x(t2) = 0. (2.2)

Les points initial ~a = ~x(t1) et final ~b = ~x(t2) sont inchangés dans la nouvelle
trajectoire (cf. figure 2.1)

~x ′(t) = ~x(t) + δ~x(t). (2.3)

1. Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Lagrange.html
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Le principe de moindre action dit que S est stationnaire 2 pour toute
variation infinitésimale δ~x(t) vérifiant (2.2) si et seulement si ~x(t) est une
trajectoire réelle. En dérivant (2.3) on obtient la variation de la vitesse

δẋi = ẋ′i − ẋi =
d

dt
δxi ou δd = dδ (2.4)

(l’opérateur de variation δ commute avec l’opérateur de différentiation). La
variation de l’action s’écrit (somme implicite sur i ; l’opérateur δ commute
avec l’intégration sur t)

δS = S[~x ′(t)]− S[~x(t)] =

∫ t2

t1

(
∂L

∂xi
δxi +

∂L

∂ẋi
δẋi

)
dt. (2.5)

On obtient (utiliser (2.4) et intégrer par parties compte tenu de (2.2))

δS =

∫ t2

t1

(
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi

)
δxi dt =

∫ t2

t1

δS

δxi
δxi dt (2.6)

en introduisant la dérivée fonctionnelle (ou dérivée d’Euler 3-Lagrange)

δS

δxi
=
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
. (2.7)

Pour que δS = 0 quelles que soient les variations δxi, il faut que
δS

δxi
= 0,

soit
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
= 0. (équations d’Euler-Lagrange). (2.8)

Ces équations d’Euler-Lagrange sont les équations du mouvement. Nous
définirons le moment canonique conjugué ~Π = (Π1,Π2,Π3) de xi par

Πi =
∂L

∂ẋi
, (i = 1, 2, 3) noté ~Π =

∂L

∂~V
. (2.9)

Nota : En écriture covariante on a Πi = − ∂L
∂ẋi

avec Πi = −Πi.

Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent en fonction du moment cano-
nique conjugué

dΠi

dt
=
∂L

∂xi
. (2.10)

Dans le cas du mouvement non relativiste d’une charge q dans un
champ électrique ~E de potentiel φ(~x), le lagrangien a la forme

LNR =
1

2
m~V 2 − qφ(~x) + Cte, (2.11)

2. S n’est pas toujours un minimum.
3. Leonhard Euler (1707-1783)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html
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les équations d’Euler-Lagrange donnent les équations de Newton

mẍi = −q ∂φ
∂xi

= qEi (2.12)

et le moment canonique conjugué de ~x est la quantité de mouvement ~Π =
~P = m~V de la particule.

2.1.2 Particule matérielle relativiste libre (en champ nul)

Afin que les équations qui résultent de δS = 0 aient la même forme dans
tout référentiel d’inertie, S doit être un invariant scalaire. L’action le long
d’une trajectoire, correspondant à une ligne d’univers M(t) de la particule
paramétrée par le temps dans K, est la somme des actions infinitésimales
Ldt qui doivent être chacune un invariant scalaire. L’invariant scalaire infi-

nitésimal Ldt est associé au déplacement infinitésimal
−−→
dM le long de la ligne

d’univers. Mais les seuls scalaires infiniment petits d’ordre un qu’on puisse

former avec le déplacement
−−→
dM d’une particule libre sont αds (α est une

constante, ds2 =
−−→
dM·−−→dM l’intervalle). Nous avons donc (cf. équation (1.46))

Ldt = αds = αc

√
1− V 2

c2
dt. (2.13)

Dans la limite non relativiste V � c,

√
1− V 2

c2
= 1− V 2

2c2
+ · · · . On choisit

α = −mc pour retrouver le lagrangien non relativiste d’une particule libre

L0NR =
1

2
mV 2 + Cte. L’action d’une particule matérielle libre est donc

S = −mc
∫ t2

t1

ds = −mc2
∫ t2

t1

√
1− V 2

c2
dt (2.14)

et le lagrangien

L = −mc2
√

1− V 2

c2
. (2.15)

Le moment canonique conjugué de ~x est la quantité de mouvement de la
particule

~P =
∂L

∂~V
=

m~V√
1− V 2

c2

(2.16)

et les équations d’Euler-Lagrange donnent
d~P

dt
= 0. La particule a un mou-

vement rectiligne uniforme. Dans un référentiel où la particule est immobile,
l’intégrale ∫ t2

t1

ds =

∫ t2

t1

√
1− V 2

c2
cdt, (2.17)
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pour les trajectoires virtuelles telles que ~x(t1) = ~x(t2), est maximum lorsque
la vitesse ~V est nulle à tout moment, c’est à dire pour la trajectoire réelle
(particule fixe). L’action, qui est −mc fois cette intégrale, est donc minimum
pour la trajectoire réelle.

2.1.3 Particule relativiste dans un champ électromagnétique
extérieur

Déterminons l’action infinitésimale Ldt pendant le déplacement infi-

nitésimal
−−→
dM = ~udτ (~u quadrivitesse, dτ temps propre). Comme c’est un

invariant, utilisons pour cela un référentiel comobile avec la particule (cf.
section 1.6). La particule est alors non relativiste et la force magnétique
est négligeable (particule presque au repos). L’action infinitésimale Ldt doit
alors prendre la forme non relativiste LNRdt où LNR est le lagrangien (2.11).

Le terme d’interaction est −qφdt = −q~A · −−→dM = −qAµdx
µ, récrit de façon

covariante en utilisant le quadripotentiel ~A =

(
φ

c
, ~A

)
et le déplacement

−−→
dM = (dxµ) = (cdt, 0, 0, 0) dans le référentiel comobile.

Nous obtenons l’action pour une charge dans un champ électromagné-
tique extérieur en ajoutant cette interaction à l’action (2.14) d’une particule
libre :

S =

∫ t2

t1

(−mcds− qAµdx
µ) (2.18)

Dans un référentiel quelconque, −qAµdx
µ = −qφdt + q ~A · d~x = (−qφ +

q ~A · ~V )dt, et le lagrangien s’écrit comme la somme du lagrangien L0 de la
particule libre et du lagrangien d’interaction Lint

L = L0 + Lint, L0 = −mc2
√

1− V 2

c2
, Lint = −qφ+ q ~A · ~V .

(2.19)
Le moment canonique conjugué de ~x,

~Π =
∂L

∂~V
=

m~V√
1− V 2

c2

+ q ~A = ~P + q ~A, (2.20)

est différent de la quantité de mouvement de la particule ~P . L’équation
d’Euler-Lagrange est, sous forme vectorielle,

d

dt

(
~P + q ~A

)
=
∂L

∂~x
= −q~∇φ+ q~∇( ~A · ~V ). (2.21)
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Noter que la vitesse ~V est une constante vis-à-vis de l’opérateur ~∇ =
∂

∂~x
.

La dérivée
d

dt
~A(~x(t), t) se calcule par

d ~A

dt
=
∂ ~A

∂t
+ (~V · ~∇) ~A :

d~P

dt
+ q

∂ ~A

∂t
+ q(~V · ~∇) ~A = −q~∇φ+ q~∇( ~A · ~V ). (2.22)

Avec la relation ~V ∧ (~∇ ∧ ~A) = ~∇( ~A · ~V )− (~V · ~∇) ~A, on a :

d~P

dt
= q

[(
−~∇φ− ∂ ~A

∂t

)
+ ~V ∧ (~∇∧ ~A)

]
(2.23)

Cette expression redonne bien la loi du mouvement (1.130) en utilisant les
expressions (1.10) des champs en fonction des potentiels :

d~P

dt
= q

(
~E + ~V ∧ ~B

)
. (2.24)

Une démonstration covariante de ce résultat est donnée page 54, exemple 4.
Dans la transformation de jauge (1.11), le lagrangien devient

L −→ L′ = L+ q
∂ψ

∂t
+ q~V · ∇ψ = L+ q

dψ

dt
. (2.25)

Comme L et L′ diffèrent d’une dérivée totale par rapport au temps,
δS

δxi
=

δS′

δxi
et les équations d’Euler-Lagrange restent inchangées.

2.1.4 Hamiltonien

L’hamiltonien 4 H =

3∑

i=1

Πiẋi − L =




m~V√
1− V 2

c2

+ q ~A


·~V −

(
−mc2

√
1− V 2

c2
− qφ+ q ~A · ~V

)
=

mc2√
1− V 2

c2

+qφ

(2.26)
doit être écrit en fonction de ~Π et ~x au lieu de ~V et ~x. Pour cela on peut

remarquer que la quadriimpulsion de la particule est, posant ~π =

(
H

c
, ~Π

)
,

~p =




mc√
1− V 2

c2

, ~P


 =

(
H − qφ

c
, ~Π− q ~A

)
= ~π − q~A. (2.27)

4. Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hamilton.html
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La relation c2~p · ~p = (H − qφ)2 − c2(~Π− q ~A)2 = m2c4 donne l’hamiltonien

H =

√
c2(~Π− q ~A)2 +m2c4 + qφ. (2.28)

Les équations du mouvement se retrouvent par les équations de Hamilton

∂H

∂Πi
= ẋi,

∂H

∂xi
= −Π̇i, (i = 1, 2, 3). (2.29)

2.2 Corde classique à une dimension

2.2.1 Lagrangien

Nous considérons un système de masses ponctuelles reliées par des res-
sorts (cf. figure 2.2), puis nous faisons tendre le nombre de masses vers l’in-
fini, la distance entre masses vers zéro de sorte qu’on tende vers un système
continu de densité et élasticité uniformes. Nous aurons ainsi un exemple de
lagrangien décrivant un champ.

Fig. 2.2 – Châıne d’oscilla-

teurs couplés.

a
i− 1 i i+ 1

i− 1 i i+ 1

qi−1 qi qi+1

châıne à
l’équilibre

châıne en
mouvement

Le déplacement de la ième masse est qi(t). La constante de rappel de
chaque ressort est K. Les énergies cinétique et potentielle sont

T =
1

2

∑

i

mq̇2
i , U =

1

2

∑

i

K(qi+1 − qi)2. (2.30)

On considère la limite continue dans laquelle la distance a entre les masses
à l’équilibre tend vers 0 :

a→ 0,
m

a
→ µ (masse par unité de longueur),

Ka→ Y (module de Young). (2.31)

Les variables qi(t) deviennent un champ continu q(x, t) (x abscisse de la
masse i au repos). On remplace

q̇i par
∂q(x, t)

∂t
,

∑

i

a par

∫
dx et

qi+1 − qi
a

par
∂q(x, t)

∂x
.

(2.32)
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Les énergies cinétique et potentielle deviennent

T =
1

2
µ

∫
dx

(
∂q

∂t

)2

, U =
1

2
Y

∫
dx

(
∂q

∂x

)2

. (2.33)

Le lagrangien est

L = T − U =

∫
dxL où L

(
∂q

∂t
,
∂q

∂x

)
=

1

2
µ

(
∂q

∂t

)2

− 1

2
Y

(
∂q

∂x

)2

(2.34)
est la densité lagrangienne. Pour une corde infinie, l’intégrale est sur toute la

droite réelle et on suppose que le champ q(x, t) et sa dérivée
∂q

∂x
s’annulent

à l’infini. Pour une corde finie de longueur `, l’intégrale est sur [0, `] et on
peut supposer des conditions aux limites périodiques (la corde forme une
boucle)

q(0, t) = q(`, t) et
∂q

∂x
(0, t) =

∂q

∂x
(`, t). (2.35)

L’action est dans ce dernier cas S =
∫ t2
t1
dt
∫ `
0 dxL. On effectue une variation

δq(x, t) du champ telle que

δq(x, t1) = δq(x, t2) = 0 et δq(0, t) = δq(`, t). (2.36)

La variation de l’action δS est (bornes d’intégrations omises)

δS =

∫



∂L

∂

(
∂q

∂t

)δ∂q
∂t

+
∂L

∂

(
∂q

∂x

)δ ∂q
∂x


 dxdt

=

∫ [
µ
∂q

∂t

∂δq

∂t
− Y ∂q

∂x

∂δq

∂x

]
dxdt. (2.37)

On a utilisé la commutation de l’opérateur de variation δ et des dérivées
partielles (comparer à (2.4)). On intègre par parties chaque terme ; les termes
tout intégrés disparaissent avec les conditions aux limites (2.35) et (2.36)

δS =

∫ [
−µ∂

2q

∂t2
+ Y

∂2q

∂x2

]
δq dxdt. (2.38)

Le principe de moindre action δS = 0 quel que soit δq conduit à l’équation
des ondes dans la corde

1

v2

∂2q

∂t2
− ∂2q

∂x2
= 0 où v =

√
Y

µ
. (2.39)
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2.2.2 Hamiltonien

Pour la châıne discrète, le moment conjugué de qi est pi = mq̇i et l’ha-
miltonien est

H = T + U =
∑

i

p2
i

2m
+ U. (2.40)

Dans la limite continue,
pi

a
= µq̇i tend vers

π(x, t) = µ
∂q

∂t
(x, t) (impulsion par unité de longueur) (2.41)

et l’hamiltonien vers

H =

∫
dxH où H

(
π,
∂q

∂x

)
=

1

2µ
π2 +

1

2
Y

(
∂q

∂x

)2

(2.42)

est la densité hamiltonienne. Le passage direct de la densité lagrangienne

L
(
∂q

∂t
,
∂q

∂x

)
à la densité hamiltonienne se fait en introduisant

π(x, t) =
∂L
∂q̇

(moment conjugué de q̇), (2.43)

ce qui redonne (2.41), et en formant

H = q̇π −L (2.44)

qui, exprimé en fonction de π et
∂q

∂x
, redonne (2.42).

2.3 Équations d’Euler-Lagrange pour un champ
continu

Nous considérons un champ sur l’espace-temps E décrit, dans un réfé-
rentiel K, par N composantes réelles

φk(~x, t) = φk(x
µ) (k = 1, . . . , N). (2.45)

L’exemple précédent correspondait à N = 1 et le champ était défini sur
un espace-temps à 2D (φ1(x, t) = q(x, t)). On a maintenant une densité la-
grangienne L (φk, ∂µφk, x

µ) qui est une fonction explicite de φk, des dérivées

∂µφk =
∂φk

∂xµ
et des coordonnées xµ du point M. Cela généralise l’exemple

précédent où la densité L
(
∂q

∂t
,
∂q

∂x

)
ne dépendait pas du champ q(x, t). Le

lagrangien est (intégrale dans tout l’espace tridimensionnel)

L =

∫
L (φk, ∂µφk, x

µ) d3x (2.46)
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et l’action

S =

∫ t2

t1

Ldt =
1

c

∫
L (φk, ∂µφk, x

µ) d4x. (2.47)

Nous intégrerons dans tout l’espace-temps E (cela correspond à prendre
t1 → −∞, t2 → ∞). Nous imposons que la densité lagrangienne L soit un
scalaire de Lorentz de sorte que l’action S soit bien un invariant scalaire (cf.
section 1.13). La variation de l’action δS pour une variation δφk du champ
s’écrit

δS =
1

c

∫ [
∂L
∂φk

δφk +
∂L

∂(∂µφk)
δ∂µφk

]
d4x. (2.48)

Rappel : il y a sommation sur les indices répétés k et µ. Nous supposons que
le champ φk, sa variation δφk et leurs dérivées s’annulent dans toutes les
directions à l’infini de E . On écrit δ∂µφk = ∂µδφk et on intègre par parties

en utilisant l’équation (1.106), avec f =
∂L

∂(∂µφk)
et g = δφk. On obtient

δS =

∫
δS

δφk
δφk d

4x où
δS

δφk
=

1

c

(
∂L
∂φk
− ∂µ

∂L
∂(∂µφk)

)
(2.49)

est la dérivée fonctionnelle. Pour que δS = 0 quelles que soient les variations

δφk, il faut que
δS

δφk
= 0, soit

∂L
∂φk
− ∂µ

∂L
∂(∂µφk)

= 0. (2.50)

Ces N équations (pour k = 1, . . . , N) sont les équations du mouvement
(équations d’Euler-Lagrange pour un champ).

Le moment conjugué de φk est le champ

πφk
(xµ) =

∂L
∂(φ̇k)

=
1

c

∂L
∂(∂0φk)

(2.51)

et la densité hamiltonienne (densité d’énergie)

H(xµ) =
N∑

k=1

φ̇kπφk
−L =

N∑

k=1

c(∂0φk)πφk
−L. (2.52)

2.4 Lagrangien du champ électromagnétique

Considérons le champ électromagnétique pour un mouvement donné des
particules (on se donne le quadricourant jµ(xν)). Nous voulons le décrire
avec une densité lagrangienne invariante L = Lchamp + Lint telle que les
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équations d’Euler-Lagrange (2.50) redonnent les équations de Maxwell. Le
terme Lchamp décrit le champ libre (sans particules) et Lint est un terme
d’interaction champ-particules que nous allons choisir pour retrouver le la-
grangien d’interaction (2.19) dans le cas d’une particule. Pour une particule
de charge q située en ~R(t) et de vitesse ~V (t) à l’instant t, le lagrangien
d’interaction (2.19) s’écrit

Lint = −qφ
(
~R(t), t

)
+ q ~A

(
~R(t), t

)
· ~V (t) =

∫
d3x

[
−qδ(3)

(
~x− ~R(t)

)
φ(~x, t) + q~V (t)δ(3)

(
~x− ~R(t)

)
· ~A(~x, t)

]

= −
∫
d3x

[
ρ(~x, t)φ(~x, t)− ~J(~x, t) · ~A(~x, t)

]
= −

∫
d3xjµAµ (2.53)

en introduisant le quadricourant (cf. équation (1.5)) de la particule. Cela
conduit à poser

Lint = −jµAµ = −ρφ+ ~J · ~A (2.54)

pour la densité lagrangienne d’interaction. Comme Lint s’écrit en fonc-
tion du quadripotentiel, nous allons décrire le champ électromagnétique par
le quadripotentiel Aµ plutôt que par le tenseur Fµν . Nous déterminons le
tenseur Fµν par la relation Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. L’équation ∂µ?F

µν = 0 est
alors automatiquement vérifiée (cf. propriété (1.138) de la section 1.16). Les
équations d’Euler-Lagrange, qui s’écrivent ici (φk → Aν)

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= 0, (2.55)

doivent nous donner l’équation ∂µF
µν = µ0 j

ν . Comme

∂Lint

∂Aν
= −jν et

∂Lint

∂(∂µAν)
= 0 (2.56)

nous pouvons chercher Lchamp qui vérifie

∂Lchamp

∂Aν
= 0 et

∂Lchamp

∂(∂µAν)
= − 1

µ0
F µν . (2.57)

Nous exprimerons la densité Lchamp, qui n’est pas une fonction explicite
des Aµ, comme fonction explicite des Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, la rendant par
là invariante de jauge. L’invariance de Lorentz de Lchamp restreint les choix
possibles. Nous posons, utilisant une expression quadratique des � vitesses �

∂µAν ,
Lchamp = kFαβF

αβ (2.58)

où k est une constante à déterminer. Calculons

∂Fαβ

∂(∂µAν)
=
∂ [∂αAβ − ∂βAα]

∂(∂µAν)
= δα

µδβ
ν − δβµδα

ν , (2.59)



50 2. LAGRANGIEN

puis

∂
[
FαβF

αβ
]

∂(∂µAν)
= Fαβ

∂Fαβ

∂(∂µAν)
+

∂Fαβ

∂(∂µAν)
Fαβ = 2

∂Fαβ

∂(∂µAν)
Fαβ

= 2 [δα
µδβ

ν − δβµδα
ν ]Fαβ = 2 [F µν − F νµ] = 4F µν . (2.60)

L’équation (2.58) satisfait à (2.57) pour k = −1/4µ0.

La densité lagrangienne du champ libre s’écrit donc

Lchamp = − 1

4µ0
FαβF

αβ =
1

2µ0c2

(
~E 2 − c2 ~B 2

)
(2.61)

Le lagrangien total d’un système de N particules i = 1, . . .N et du champ
électromagnétique est

L = Lpart + Lchamp + Lint

Lpart =
N∑

i=1

−mic
2

√
1− V 2

i

c2

Lchamp =

∫
Lchamp d

3x

Lint =

∫
Lint d

3x.

(2.62)

Les équations d’Euler-Lagrange pour le champ donnent les équations de
Maxwell et celles pour les particules donnent les équations du mouvement
de ces particules. Nous savons que ces équations d’Euler-Lagrange sont in-
variantes de jauge. Vérifions le directement sur le lagrangien. Dans une
transformation de jauge Aα −→ A′α = Aα − ∂αψ, la densité lagrangienne
Lchamp est invariante (comme Fαβ) et la densité lagrangienne d’interaction
Lint = −jαAα devient

L′int = −jαAα + jα∂αψ. (2.63)

Comme ∫
jα∂αψ d

4x = −
∫

(∂αj
α)ψ d4x = 0, (2.64)

pour un courant de quadridivergence nulle (∂αj
α = 0), l’action reste in-

changée :

1

c

∫
L′int d

4x =
1

c

∫
Lint d

4x. (2.65)
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2.5 Fonctionnelle, dérivée fonctionnelle

Une fonctionnelle S[φ] est une loi qui donne un nombre pour chaque
fonction φ(x) définie sur un espace M(D) de dimension D. Ce peut être
l’action (2.47), pour D = 4, φ(x) désignant l’une des composantes φk(x) ; ce
peut aussi être l’action (2.1), pour D = 1, φ(x) désignant une des fonctions
xi(t). Dans ces exemples, nous avons introduit, équations (2.6) et (2.49), la
dérivée fonctionnelle à partir de la petite variation δφ(x) de la fonction φ(x)
en écrivant

δS = S[φ+ δφ(x)] − S[φ] =

∫
δS

δφ(y)
δφ(y) dDy + · · · (2.66)

où on ne garde que les termes du premier ordre en δφ(x). La dérivée fonc-

tionnelle
δS

δφ(y)
dépend de la fonction φ(x) et du point y ∈M(D) : c’est une

fonctionnelle de φ(x) et une fonction de y. Quelques exemples :

(a) S =
∫
φ2(x) dDx

δS

δφ(y)
= 2φ(y)

(b) S =
∫
u(x)φ4(x) dDx

δS

δφ(y)
= 4u(y)φ3(y)

(c) S =
∫

1
2

(
~∇φ
)2

d3x
δS

δφ(y)
= −∆yφ(y) (D = 3)

(d) S = φ(x)
δφ(x)

δφ(y)
= δ(D)(x− y) (fonction de Dirac)

(2.67)
Autres définitions équivalentes :
1) L’équation (2.66) s’écrit, pour la variation δφ(x) = εf(x) (ε infiniment
petit),

lim
ε→0

S[φ(x) + εf(x)]− S[φ(x)]

ε
=

∫
δS

δφ(x)
f(x) dDx. (2.68)

En prenant pour f(x) la fonction de Dirac f(x) = δ(D)(x − y), on obtient

une définition formelle de la dérivée fonctionnelle
δS

δφ(y)
:

δS

δφ(y)
= lim

ε→0

S[φ(x) + εδ(D)(x− y)]− S[φ(x)]

ε

=
d

dε
S[φ(x) + εδ(D)(x− y)]

∣∣∣∣
ε=0

. (2.69)

Par exemple, pour S[φ(x)] = φ(x), cela donne

δφ(x)

δφ(y)
=

d

dε

(
φ(x) + εδ(D)(x− y)

)∣∣∣∣
ε=0

= δ(D)(x− y). (2.70)
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2) Divisons l’espaceM(D) en petits cubes de volume ω = εD, le cube i étant
centré au point xi. La fonction φ(x) est définie approximativement en don-
nant la valeur φi qu’elle prend à chaque point xi. Une fonctionnelle comme
S[φ(x)] =

∫
u(x)φ4(x) dDx est approximativement la fonction ordinaire des

variables φi

Sω(. . . ,φi, φi+1, . . . ) =
∑

i

ω uiφ
4
i (2.71)

avec ui = u(xi). La dérivée fonctionnelle apparâıt alors comme la limite
ω → 0 des dérivées partielles par rapport aux variables discrète φi :

δS

δφ(x)
= lim

ω→0
x∈cube i

1

ω

∂Sω

∂φi
. (2.72)

Preuve : Posons δφi = δφ(xi) et Fi =
1

ω

∂Sω

∂φi
. La variation de la fonc-

tion Sω(. . . , φi, φi+1, . . . ), δSω =
∑

i

∂Sω

∂φi
δφi =

∑

i

ωFi δφi, devient, dans

limite ω → 0, l’intégrale

∫
F (x)δφ(x) dDx avec F (x) = lim

ω→0
x∈cube i

Fi. On ob-

tient (2.72) en comparant à (2.66).

Il résulte de la définition (2.72) que la dérivation fonctionnelle a des
propriétés semblables aux dérivations partielles.

Règles de calculs pratiques

1) Rappelons l’équation (2.70) qui traduit l’indépendance des variables

δφ(x) et δφ(y) pour x 6= y et est qui analogue à
∂φi

∂φj
= δij :

δφ(x)

δφ(y)
= δ(D)(x− y). (2.73)

2)
δ

δφ(y)
commute avec l’intégration

∫
dDx (utiliser des noms différents

pour la variable d’intégration x et le point y localisant la variable de déri-
vation φ(y)).

3)
δ

δφ(y)
commute avec les dérivées ∂µ.

4)
δ

δφ(y)
est une dérivation (au sens mathématique). On a

δ(A+B)

δφ(y)
=

δA

δφ(y)
+

δB

δφ(y)
,

δ(AB)

δφ(y)
=

δA

δφ(y)
B +A

δB

δφ(y)
,

δf(A)

δφ(y)
=

df

dA

δA

δφ(y)
, etc. (2.74)
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5) Dans une transformation du champ, comme par exemple la transforma-
tion de Fourier 5 ψ(p) =

∫
eipµxµ

φ(x) dDx, on peut considérer S comme une
fonctionnelle de φ(x) ou de ψ(p). On a alors

δS[ψ]

δψ(p)
=

∫
δS[φ]

δφ(x)

δφ(x)

δψ(p)
dDx à comparer à

∂S

∂ψi
=
∑

j

∂S

∂φj

∂φj

∂ψi
.

(2.75)
L’intérêt de ce formalisme est de permettre d’écrire le principe de moindre
action sans mentionner les équations d’Euler-Lagrange.

Exemples

1) On pouvait obtenir (2.67) (a) avec ces règles par

δφ2(x)

δφ(y)
= 2φ(x)

δφ(x)

δφ(y)
= 2φ(x)δ(D)(x− y) (2.76)

δ

δφ(y)

∫
φ2(x) dDx =

∫
δφ2(x)

δφ(y)
dDx =

∫
2φ(x)δ(D)(x− y) dDx = 2φ(y).

(2.77)

2) Soit le champ φ(x) sur l’espace-temps E régi par l’action

S[φ] =
k

2

∫ [
(∂µφ) (∂µφ)−

(mc
}

)2
φ2(x)

]
d4x (2.78)

où la constante k est là pour l’homogénéité. Calculons la dérivée fonction-
nelle

δ

δφ(y)

1

2

∫
(∂µφ(x)) (∂µφ(x)) d4x

=
1

2

∫ [(
∂µ δφ(x)

δφ(y)

)
(∂µφ(x)) + (∂µφ(x))

(
∂µ
δφ(x)

δφ(y)

)]
d4x

=

∫ (
∂µ δφ(x)

δφ(y)

)
(∂µφ(x)) d4x =

∫ (
∂µδ(D)(x− y)

)
(∂µφ(x)) d4x

= −
∫

δ(D)(x− y)∂µ∂µφ(x) d4x = − yφ(y).

Avec (2.77), le principe de moindre action
δS

δφ(y)
= 0 donne l’équation de

Klein 6-Gordon 7 d’une particule libre :

(
+
(mc

}

)2
)
φ = 0. (2.79)

5. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
6. Oskar Klein (1894-1977)
7. Walter Gordon (1893-1939)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fourier.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Klein_Oskar.html
http://www.math.uni-hamburg.de/math/ign/hh/biogr/gordon.htm
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3) Reprenons l’action S[Aµ] du champ électromagnétique pour un quadri-
courant donné (on reprend (2.47) avec (2.54) et (2.61)) :

S[Aµ] =
1

c

∫ (
−jνAν −

1

4µ0
FαβFαβ

)
d4x. (2.80)

Le calcul de
δS

δAµ(y)
utilise

δAν(x)

δAµ(y)
= δµ

ν δ
(4)(x− y),

δFαβ(x)

δAµ(y)
= ∂α

δAβ(x)

δAµ(y)
− ∂β

δAα(x)

δAµ(y)
= δµ

β∂αδ
(4)(x− y)− δµ

α∂βδ
(4)(x− y),

δ

δAµ(y)

1

4µ0

∫
FαβFαβ d

4x

=
1

2µ0

∫
Fαβ

[
δµ
β∂αδ

(4)(x− y)− δµ
α∂βδ

(4)(x− y)
]
d4x

=
1

µ0

∫
Fαµ∂αδ

(4)(x− y) d4x

= − 1

µ0

∫
(∂αF

αµ) δ(4)(x− y) d4x = − 1

µ0
∂αF

αµ(y)

et
δ

δAµ(y)

∫
jνAν d

4x =

∫
jν
δAν(x)

δAµ(y)
d4x = jµ(y). Le principe de moindre

action
δS

δAµ(y)
= 0 redonne bien (1.123) ∂µF

µν = µ0 j
ν .

4) Les variations δS, δφ(x), . . . se manipulent comme des différentielles et ont
des propriétés correspondant aux règles précédentes de calculs pratiques de
la dérivation fonctionnelle. Appliquons ces manipulations de différentiation
fonctionnelle pour écrire le principe de moindre action d’une charge dans
un champ électromagnétique extérieur. L’action (2.18) est une fonctionnelle
des xµ(t) :

S[xµ] =

∫ t2

t1

(−mcds− qAνdx
ν) . (2.81)

Pour simplifier, on note δxµ au lieu de δxµ(t). La différentiation fonction-

nelle de ds2 = dxµdxµ donne dsδds = dxµdδxµ. D’où δds =
uµ

c
dδxµ.

On a δAν = (∂µAν)δx
µ, δdxµ = dδxµ, δS = δ

∫ t2

t1

[−mcds − qAνdx
ν ] =

∫ t2

t1

[−muµdδxµ−q(∂µAν)δxµdx
ν−qAµdδxµ] =

∫ t2

t1

[mduµ−q(∂µAν)dx
ν +

q(dAµ)]δxµ. Avec dAµ = (∂νA
µ)dxν , on obtient :

δS[xρ] =

∫ t2

t1

[mduµ − q(∂µAν − ∂νA
µ)dxν ] δxµ.
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Le principe de moindre action δS[xρ] = 0 donne mduµ = qF µ
ν dx

ν , ce
qui après division par dτ est la forme covariante (1.135) de l’équation du
mouvement :

m
duµ

dτ
= qF µνuν . (2.82)
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3

Tenseur énergie-impulsion

3.1 Intégrales sur une hypersurface

3.1.1 Flux d’un quadrivecteur

L’élément de surface dans l’espace à 3 dimensions est un parallélogramme

−→
dr′

−→
dr

−→
dS

Fig. 3.1 – Élément de sur-

face.

défini par 2 vecteurs infinitésimaux de la surface
−→
dr et

−→
dr′ (cf. figure 3.1).

Le vecteur
−→
dS est défini par (le signe est fixé par l’orientation de la surface)

−→
dS = ±−→dr ∧ −→dr′ ou dSi = ±eijkdrjdr′k. (3.1)

Le flux d’un vecteur ~A à travers une surface orientable S dans l’espace à
3 dimensions est la somme des flux élémentaires à travers les éléments de
surface dS :

Φ =

∫

S

~A · −→dS. (3.2)

La définition (3.2) se généralise à l’espace-temps E . L’élément d’hyper-

� � �
� � �

−→
dr′

−→
dr−→

dr′′

Fig. 3.2 – Élément d’hyper-

surface.

surface dans l’espace-temps à 4 dimensions est un parallélépipède défini par

3 quadrivecteurs infinitésimaux de la surface
−→
dr,
−→
dr′ et

−→
dr′′ (cf. figure 3.2).

Le quadrivecteur
−→
dS, orthogonal à la surface est défini par (le signe est fixé

par l’orientation de l’hypersurface)

dSµ = ±εµνρσdrνdr
′
ρdr

′′
σ. (3.3)

Le flux d’un quadrivecteur ~a à travers une hypersurface orientable S dans

l’espace à 4 dimensions E est la somme des flux élémentaires ~a · −→dS à travers
les éléments d’hypersurface dS :

Φ =

∫

S
~a · −→dS =

∫

S
aµdS

µ. (3.4)

D’après la définition, Φ est un invariant scalaire. Pour l’hyperplan x0 =
ct0 on peut prendre

−→
dr = ~e1dx

1,
−→
dr′ = ~e2dx

2,
−→
dr′′ = ~e3dx

3 (3.5)
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et −→
dS = ±~e0dx1dx2dx3 = ±~e0d3x. (3.6)

Cela donne pour le flux du quadrivecteur l’intégrale spatiale de la compo-
sante temporelle du quadrivecteur à l’instant t0 :

Φ = ±
∫
a0(~r, t0)d

3x. (3.7)

3.1.2 Théorème de Gauss

Le théorème de Gauss à 3 dimensions
∫

Ω

~∇ · ~Ad3x =

∫

∂Ω

~A · ~dS =

∫

∂Ω
AidSi (3.8)

se généralise aux intégrales de l’espace temps :
∫

Ω
∂µa

µ d4x =

∫

∂Ω
aµdSµ. (3.9)

Le bord du volume quadridimensionnel Ω est l’hypersurface ∂Ω. On oriente

���
���

Ω

−→
dS

∂Ω

Fig. 3.3 – Hypervolume Ω et

hypersurface ∂Ω.

∂Ω de sorte que
−→
dS soit à l’extérieur de Ω.

3.1.3 Quadrivecteur de quadridivergence nulle

Soit ~a(~r, t) un champ de quadrivecteur, localisé dans le volume spatial
V (~a(~r, t) = 0 pour ~r /∈ V ), de quadridivergence nulle (∂µa

µ = 0). Le flux
sortant (3.9) est nul.

Fig. 3.4 – Conservation de

Q.

Fig. 3.5 – Invariance de Q.

O

cta

ctb

Ω

localisation
de ~a

x1

x0

︸ ︷︷ ︸
V

Fig. 3.4.

hyperplan

x′0 = ct′b

Ω

O

cta
x1

x0 x′0

x′1

︸ ︷︷ ︸
V

Fig. 3.5.

Exprimons le flux sortant du volume quadridimensionnel Ω = [cta, ctb]×
V de la figure 3.4. On obtient, en étendant les intégrales à tout l’espace

∫
a0(~r, ta)d

3x =

∫
a0(~r, tb)d

3x. (3.10)

Pour le quadricourant ~, qui vérifie l’équation de continuité ∂µj
µ = 0, le

résultat (3.10) est la conservation de la charge
∫
ρ(~r, t)d3x.
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Exprimons maintenant le flux sortant du volume Ω de la figure 3.5. Le
volume quadridimensionnel Ω est l’intersection de [−∞, +∞] × V et des
demi-espaces x0 ≥ cta et x′0 ≤ ct′b où x′0 est la coordonnée temporelle du
référentiel K ′. On utilise les deux référentiels d’inertieK etK ′ correspondant
à la figure 1.3. Pour calculer le flux sortant de l’hypersurface x′0 = ct′b on
utilise l’invariance du flux (3.4). On l’écrit dans K ′, a′0 étant étant donné
par l’équation (1.56). On obtient, en étendant les intégrales à tout l’espace,

∫
a0(~r, ta)d

3x =

∫
a′0(~r ′, t′b)d

3x′. (3.11)

Pour le quadricourant ~, c’est l’invariance de la charge
∫
ρ(~r, t)d3x =

∫
ρ′(~r ′, t′)d3x′.

Regroupant (3.10) et (3.11), on a obtenu :

si aµ(xν) est un champ de quadrivecteur vérifiant ∂µa
µ = 0, alors

Q =
1

c

∫
a0 d3x

est un scalaire invariant conservé.

(3.12)

On généralise à un champ de tenseur T µν tel que ∂µT
µν = 0. Posons

pν =
1

c

∫
T 0νd3x. (3.13)

En appliquant (3.12) au champ de quadrivecteur aµ = T µνfν , où fµ est une
1-forme arbitraire, on obtient que pνfν est un invariant scalaire conservé, et
donc que pν est un quadrivecteur indépendant du temps.

De même, pour un champ de tenseur M µνρ tel que ∂µM
µνρ = 0,

Lνρ =
1

c

∫
M0νρd3x (3.14)

est un tenseur indépendant du temps.

3.2 Tenseur énergie-impulsion

3.2.1 Interprétation physique des composantes

Considérons un système isolé formé de N particules ponctuelles a = 1,
. . .N ; la particule a, de masse ma et de charge qa, se trouve en ~xa(t). Le
champ électromagnétique créé par ces particules est inclus dans le système.
Nous voulons exprimer dans le formalisme relativiste les lois de conservation
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de l’énergie W , de la quantité de mouvement ~P et du moment cinétique ~L du

système. La quadriimpulsion ~p = pµ =

(
W

c
, ~P

)
du système est conservée.

Nous voulons donc l’écrire sous la forme (3.13)

pν =
1

c

∫
T 0νd3x (3.15)

où T µν est un champ de tenseur (tenseur énergie-impulsion) tel que

∂µT
µν = 0. (3.16)

Les propriétés d’invariance et de conservation de ~p seront alors automati-
quement vérifiées.

Remarquons que les seules équations (3.15) et (3.16) laissent encore beau-
coup de latitude dans le choix de T µν . Ainsi, partant d’un T µν vérifiant (3.15)
et (3.16) le tenseur

T µν + ∂ρψ
ρµν , (3.17)

où ψρµν est un tenseur antisymétrique sur les deux premiers indices (ψρµν =
−ψµρν), vérifie également (3.15) et (3.16).

Examinons les propriétés physiques souhaitables de T µν , pour réduire
les choix possibles. Postulons que ∆W = T 00d3x et ∆~P de composantes
∆P i = T 0id3x/c sont l’énergie et la quantité de mouvement du volume
élémentaire d3x. Autrement dit on a l’interprétation

T 00 = us ←→ densité d’énergie du système

T 0i = cgi
s ←→ densité ~gs de quantité de mouvement du système.

(3.18)

Le moment cinétique du système par rapport à O est alors

~L =

∫
~r ∧∆~P =

∫
~r ∧ ~gs d

3x (3.19)

et la position du centre d’énergie du système est

~X =
1

W

∫
~r∆W =

1

W

∫
~r T 00 d3x. (3.20)

Posons

Lµν =
1

c

∫ (
xµT 0ν − xνT 0µ

)
d3x =

1

c

∫
M0µνd3x (3.21)

où
Mρµν = (xµT ρν − xνT ρµ) . (3.22)
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Ici, xµ désigne les composantes du quadrivecteur
−−→OM qui joint l’origine au

point d’intégration. M ρµν est alors un tenseur. Le tenseur antisymétrique
Lµν contient le moment cinétique (L1 = L23, L2 = L31 et L3 = L12). Les
composantes supplémentaires sont

L0i = t

∫
T 0i d3x− 1

c

∫
xiT 00d3x =

W

c

(
V it−X i

)
(3.23)

en posant V i =
c2P i

W
(~V est la vitesse du système dans son ensemble ; elle

est reliée à la quantité de mouvement totale ~P et à l’énergie totale W par

la même relation ~P =
W

c2
~V que pour une particule). Le tenseur Lµν est

conservé. Comparant à (3.14), on souhaite donc que ∂ρM
ρµν = 0, soit

(∂ρx
µ)︸ ︷︷ ︸

δρ
µ

T ρν + xµ (∂ρT
ρν)︸ ︷︷ ︸

0

− (∂ρx
ν)︸ ︷︷ ︸

δρ
ν

T ρµ − xν (∂ρT
ρµ)︸ ︷︷ ︸

0

= 0 (3.24)

ou

T µν = T νµ (le tenseur énergie-impulsion est symétrique). (3.25)

La densité d’énergie us = T 00 vérifie l’équation de continuité (autre
écriture de ∂µT

µ0 = 0)

∂us

∂t
= −~∇ · ~Ss = −∂jS

j
s où Si

s = cT i0. (3.26)

La densité gi
s =

T 0i

c
de quantité de mouvement vérifie l’équation de conti-

nuité (autre écriture de ∂µT
µi = 0)

∂gi
s

∂t
= −∂jT

ji. (3.27)

L’énergie WΩ, la quantité de mouvement ~PΩ et moment cinétique ~LΩ d’un
volume tridimensionnel Ω sont respectivement

WΩ =

∫

Ω
us d

3x, ~PΩ =

∫

Ω
~gs d

3x et ~LΩ =

∫

Ω
~r ∧ ~gs d

3x. (3.28)

Calculons leurs dérivées par rapport à t. On a, en utilisant le théorème de
Gauss (3.8),

dWΩ

dt
=

∫

Ω

∂us

∂t
d3x = −

∫

Ω

~∇ · ~Ss d
3x = −

∫

∂Ω

~Ss · ~dS (3.29)

et
dP i

Ω

dt
=

∫

Ω

∂gi
s

∂t
d3x = −

∫

Ω
∂jT

ji d3x = −
∫

∂Ω
T jidSj . (3.30)
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Introduisons le tenseur σji = −T ji et la force infinitésimale
−→
df

df i = −T jidSj = σjidSj. (3.31)

Pour la dérivée de la composante L1
Ω de ~LΩ, on a

dL1
Ω

dt
=

∫

Ω
∂0M

023d3x = −
∫

Ω
∂kM

k23 d3x = −
∫

∂Ω
Mk23dSk

=

∫

∂Ω

(
x2σk3 − x3σk2

)
dSk =

∫

∂Ω

(
x2df3 − x3df2

)
=

∫

∂Ω
(~r ∧ −→df )1. (3.32)

Vectoriellement,

d~PΩ

dt
=

∫

∂Ω

−→
df et

d~LΩ

dt
=

∫

∂Ω
~r ∧ −→df (3.33)

expriment que les forces agissant sur le volume Ω sont équivalentes au

système des forces surfaciques
−→
df . Ω

−→
df

−→
dS

Fig. 3.6 – Tenseur des

contraintes σji d’un fluide.

La figure 3.6 donne l’analogie avec le tenseur des contraintes σji d’un

fluide. Le vecteur
−→
dS est orienté vers l’extérieur du volume Ω. La force

−→
df

agissant sur l’élément de surface dS est donné par

df i = σjidSj = (−pδij + σ′ji)dSj . (3.34)

Pour σ′ji = 0 (pas de viscosité), la force
−→
df est la force de pression −p−→dS.

En présence de viscosité,
−→
df n’est pas perpendiculaire à la surface.

On peut compléter l’interprétation (3.18) des composantes de T µν :

T i0 =
Si

s

c
←→ courant d’énergie ~Ss du système

T ij = −σij ←→ courant de quantité de mouvement du système

tenseur des contraintes σij

(3.35)
et écrire sous forme matricielle :

T µν =




us c~gs

~Ss/c −σij


 . (3.36)

La symétrie du tenseur implique la relation

~Ss = c2~gs (3.37)
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entre le courant d’énergie ~Ss et la densité ~gs de quantité de mouvement du
système.

On remarquera l’analogie formelle entre le quadricourant jµ et le tenseur
énergie-impulsion T µν . Les propriétés (3.18), (3.35) et (3.36) sont analogues
aux propriétés bien connues :

j0 = ρc ←→ densité de charge ρ

ji = J i ←→ densité de courant ~J
(3.38)

jµ =




ρc

~J



. (3.39)

3.2.2 Décomposition T µν = T
µν
part + T

µν
champ

Une autre propriété physique souhaitable est l’additivité de l’énergie et
de la quantité de mouvement. Ainsi nous postulons que la quadriimpulsion
~p du système est la somme

~p = ~ppart + ~pchamp avec ~ppart =

N∑

a=1

~pa, (3.40)

où ~pa = ma~ua (resp. ~ua) est la quadriimpulsion (resp. quadrivitesse) de
la particule a et ~pchamp la quadriimpulsion du champ. Le tenseur énergie-
impulsion T µν du système se décompose de même en

T µν = T µν
part + T µν

champ avec T µν
part =

N∑

a=1

T µν
a , (3.41)

où le tenseur énergie-impulsion T µν
a est associé à la particule a et le tenseur

énergie-impulsion T µν
champ au champ.

3.2.3 Tenseur énergie-impulsion d’une particule

Nous allons déterminer, dans un référentiel K, le tenseur énergie-impul-
sion T µν

a de la particule a par la condition

∫

Ω
T 0ν

a d3x =

{
cpν

a si la particule est dans le volume Ω
0 si la particule n’est pas dans Ω.

(3.42)
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Cette condition donne

T 0ν
a = cpν

aδ
(3)(~r − ~xa(t)). (3.43)

Procédons comme dans la section 1.7, où on a utilisé un référentiel K ′ co-
mobile avec la particule. La masse volumique

µa(M) = µa(~r, t) = maδ
(3)(~r − ~xa(t)) (3.44)

dans le référentiel K est liée à la masse volumique µa0 dans le référentiel K ′

par
µa(M) = γµa0(M). (3.45)

analogue à l’équation (1.52). Dans le référentiel comobile, le tenseur énergie-
impulsion T µν

a s’écrit

T µν
a =




µa0c
2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




(3.46)

puisque la quantité de mouvement, les courants d’énergie et de quantité de
mouvement sont nuls. Une écriture covariante de ce tenseur est

T µν
a = µa0u

µ
au

ν
a. (3.47)

Dans K, utilisant (3.44), (3.45) et uµ
a = γ

dxµ
a

dt
, cette expression donne

T µν
a =

ma

γ
δ(3)(~r − ~xa(t))u

µ
au

ν
a = mau

ν
aδ

(3)(~r − ~xa(t))
dxµ

a

dt
, (3.48)

soit

T µν
a = pν

a(t)δ
(3)(~r − ~xa(t))

dxµ
a

dt
(t), (3.49)

dont les composantes T 0ν
a sont bien (3.43). Le tenseur énergie-impulsion T µν

a

est bien symétrique, d’après la forme (3.47).
Lorsque la particule interagit avec le champ, sa quadriimpulsion varie

et n’est pas conservée. On s’attend donc à ce que ∂µT
µν
a 6= 0. Calculons sa

valeur. Additionnons la dérivée de (3.43),

∂0T
0ν
a =

dpν
a

dt
δ(3)(~r − ~xa(t))− pν

a

dxi
a

dt

∂

∂xi
δ(3)(~r − ~xa(t)), (3.50)

et celles de (3.49), pour µ = i,

∂iT
iν
a = pν

a

dxi
a

dt

∂

∂xi
δ(3)(~r − ~xa(t)). (3.51)
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Cela donne, en utilisant l’équation du mouvement (1.135)

dpν
a

dτ
= qaF

ν
σu

σ
a = qaF

ν
σ
dxσ

a

dτ
,

∂µT
µν
a =

dpν
a

dt
δ(3)(~r − ~xa(t)) = F ν

σ
dxσ

a

dt
qaδ

(3)(~r − ~xa(t)) = F ν
σρa

dxσ
a

dt
= F ν

σj
σ
a (3.52)

où ρa(~r, t) = qaδ
(3)(~r− ~xa(t)) est la densité de charge de la particule a et ~a

le quadricourant associé.

3.2.4 Tenseur énergie-impulsion des particules

Le tenseur énergie-impulsion des particules est la somme

T µν
part =

∑

a

T µν
a =

∑

a

pν
a(t)δ

(3)(~r − ~xa(t))
dxµ

a

dt
(t). (3.53)

D’après (3.52), il vérifie l’équation

∂µT
µν
part = F ν

ρj
ρ = hν . (3.54)

Explicitement, le quadrivecteur hν est

hν = F ν
ρj

ρ = (h0,~h) =

(
~E · ~J
c

, ρ ~E + ~J ∧ ~B
)
. (3.55)

La quadriimpulsion ~ppart des particules n’est pas conservée en général :

dpν
part

dt
=

∫
∂0T

0ν
part d

3x =

∫
∂µT

µν
part d

3x [car

∫
∂iT

iν
part d

3x = 0 ]

=

∫
F ν

ρj
ρ d3x =

∫
hν d3x. (3.56)

Remarquer que l’intégrale spatiale du quadrivecteur hν ne donne pas un
quadrivecteur au contraire de l’intégrale (3.13). Le vecteur ~h s’interprète
comme la densité volumique des forces agissant sur les particules, tandis
que ch0 est le travail accompli par les forces agissant sur les particules par
unité de volume et de temps.

La trace du tenseur T µν
part s’exprime en fonction de la densité de masse

au repos µ0 =
∑

a µa0 du système :

Tr Tpart = gµνT
µν
part =

∑

a

T µ
a µ =

∑

a

µa0u
µ
aua µ =

∑

a

µa0c
2 = µ0c

2. (3.57)
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3.2.5 Tenseur énergie-impulsion du champ

Nous allons déterminer un tenseur symétrique T µν
champ s’exprimant seule-

ment en fonction du tenseur du champ électromagnétique Fµν et vérifiant
l’équation

∂µT
µν
champ = −F ν

ρj
ρ. (3.58)

La condition ∂µT
µν = ∂µT

µν
part + ∂µT

µν
champ = 0 sera alors remplie. Portons

l’équation de Maxwell jρ =
1

µ0
∂µF

µρ dans hν = F ν
ρj

ρ et essayons de former

une quadridivergence.

hν =
1

µ0
F ν

ρ (∂µF
µρ) =

1

µ0
[∂µ (F ν

ρF
µρ)− F µρ (∂µF

ν
ρ)] . (3.59)

Il faut transformer le dernier terme :

Fµρ (∂µF νρ) =
1

2
Fµρ∂

µF νρ +
1

2
Fρµ∂

µF ρν [antisymétrie de F µν ]

=
1

2
Fµρ (∂µF νρ + ∂ρF µν) [échange de ρ et µ au second terme ]

= −1

2
Fµρ (∂νF ρµ) [équation de Maxwell (1.126)]

=
1

2
Fρσ (∂νF ρσ) =

1

4
∂ν (FρσF

ρσ) =
1

4
∂µ (gµνFρσF

ρσ) . (3.60)

Portant dans (3.59), on a

hν = − 1

µ0
∂µ

[
F µ

ρF
ρν +

1

4
gµνFρσF

ρσ

]
. (3.61)

Le tenseur

T µν
champ =

1

µ0

[
F µ

ρF
ρν +

1

4
gµνFρσF

ρσ

]
(3.62)

vérifie (3.58), est symétrique et dépend seulement du champ électromagné-
tique. C’est le tenseur énergie-impulsion du champ.

3.2.6 Composantes de T
µν
champ

Écrivons les composantes du tenseur T µν
champ de façon analogue à (3.36) :

T µν
champ =




u c~g

~S/c −T ij
(M)


 . (3.63)
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Explicitant F µν dans (3.62) on obtient

u =
ε0
2

(
E2 + c2B2

)
(3.64)

~g = ε0 ~E ∧ ~B (3.65)

~S =
1

µ0

~E ∧ ~B (3.66)

T ij
(M) = ε0

[
EiEj + c2BiBj − 1

2
δij
(
E2 + c2B2

)]
(3.67)

Les interprétation physique des composantes du tenseur T µν
champ sont ana-

logues à (3.18) et (3.35) :

T 00
champ = u ←→ densité d’énergie électromagnétique

T 0i
champ = cgi ←→ densité ~g de quantité de mouvement du champ

T i0
champ =

Si

c
←→ vecteur de Poynting 1 ~S

T ij
champ = −T ij

(M) ←→ tenseur des contraintes de Maxwell T ij
(M).

(3.68)
La symétrie du tenseur implique la relation

~S = c2~g. (3.69)

La trace du tenseur T µν
champ est nulle (masse des photons nulle) :

Tr Tchamp = gµνT
µν
champ =

1

µ0

[
FµρF

ρµ +
1

4
δµ

µFρσF
ρσ

]
= 0. (3.70)

En récrivant l’équation (3.58)

∂µT
µν
champ = −hν (3.71)

avec les notations (3.63), on obtient le théorème de Poynting. La composante
ν = 0 donne

∂u

∂t
+ ~∇ · ~S = − ~J · ~E (3.72)

(forme locale de la conservation de l’énergie). La composante ν = i donne

∂gi

∂t
− ∂

∂xj
T ji

(M) = −(ρ ~E + ~J ∧ ~B)i (3.73)

(forme locale de la conservation de l’impulsion).

1. John Henry Poynting (1852-1914)

http://www.ee.umd.edu/~taylor/frame6.htm
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Les équations (3.29) et (3.30), donnant les dérivées de l’énergie totale WΩ

(champ et particules) et de la quantité de mouvement totale ~PΩ d’un volume
tridimensionnel Ω, s’écrivent, dans le cas où les particules ne traversent pas
la surface ∂Ω (T µν

part, équation (3.53), est alors nul sur ∂Ω),

dWΩ

dt
= −

∫

∂Ω

~S · ~dS (3.74)

dP i
Ω

dt
=

∫

∂Ω
T ji

(M)dSj . (3.75)

La force infinitésimale (3.31) appliquée sur l’élément de surface dS s’exprime
par

df i = T ji
(M)dSj (3.76)

ce qui justifie le nom (tenseur des contraintes de Maxwell) donné à T ij
(M).

Exercice 3.1. Calculer
−→
df lorsque ∂Ω est la surface d’un conducteur, ~E est

perpendiculaire à la surface et ~B = 0.

3.2.7 Tenseur énergie-impulsion canonique

La formulation lagrangienne de la mécanique permet de faire le lien
entre les lois de conservation (énergie, impulsion, moment cinétique) et les
symétries du système (respectivement uniformité du temps, homogénéité et
isotropie de l’espace). Ainsi, on peut établir la conservation de l’énergie du
système décrit par un lagrangien L(x, ẋ) ne dépendant pas explicitement
du temps de la façon suivante. On porte dans L(x, ẋ) une solution x(t)

des équations d’Euler-Lagrange (2.8) et on forme
dL

dt
=

∂L

∂x
ẋ +

∂L

∂ẋ
ẍ. On

remplace
∂L

∂x
par

d

dt

∂L

∂ẋ
pour obtenir

dL

dt
=

[
d

dt

∂L

∂ẋ

]
ẋ+

∂L

∂ẋ
ẍ =

d

dt

[
∂L

∂ẋ
ẋ

]
. (3.77)

On en déduit la conservation de l’énergie
dH

dt
= 0 où H est l’hamiltonien

H =
∂L

∂ẋ
ẋ− L = pẋ− L. (3.78)

Procédons de façon analogue pour un système décrit par la densité la-
grangienne L (φk, ∂µφk) ne dépendant pas explicitement des coordonnées de
l’espace-temps E .

Soit donc une solution φk des équations d’Euler-Lagrange (2.50). On a

∂νL =
∂L
∂φk

∂νφk +
∂L

∂(∂µφk)
∂ν∂µφk. (3.79)
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On utilise (2.50) pour remplacer
∂L
∂φk

par ∂µ
∂L

∂(∂µφk)
:

∂νL =

[
∂µ

∂L
∂(∂µφk)

]
∂νφk +

∂L
∂(∂µφk)

∂µ [∂νφk] (3.80)

ou

∂µg
µνL = ∂µ

[
∂L

∂(∂µφk)
∂νφk

]
. (3.81)

Pour le champ électromagnétique libre (cas µ = 0), cette équation
conduit à l’introduction du tenseur énergie-impulsion canonique

T µν
can =

∂Lchamp

∂ (∂µAρ)
∂νAρ − gµνLchamp. (3.82)

La densité lagrangienne Lchamp étant un invariant scalaire, T µν
can est bien un

tenseur et ce tenseur vérifie ∂µT
µν
can = 0 d’après (3.81). La composante T 00

can

est la densité hamiltonienne (comparer à (2.52))

Hchamp =
∂Lchamp

∂ (∂0Aρ)
∂0Aρ −Lchamp (3.83)

et donc associée à la densité d’énergie.

En utilisant
∂Lchamp

∂(∂µAρ)
= − 1

µ0
F µ

ρ (cf. équation (2.57)) on a explicitement

T µν
can =

1

µ0

[
−F µ

ρ (∂νAρ) +
1

4
gµνFρσF

ρσ

]
. (3.84)

Ce tenseur est inacceptable pour représenter des grandeurs physiques. Il
n’est pas symétrique et dépend du choix de jauge. Toutefois, à l’aide d’une
transformation (3.17), à savoir en rajoutant

1

µ0
∂ρ (AνF µ

ρ) =
1

µ0
F µ

ρ (∂ρAν) (3.85)

(Lchamp se rapporte au champ libre pour lequel ∂ρF µ
ρ = 0), on retrouve le

tenseur énergie-impulsion T µν
champ donné par l’équation (3.62).

3.3 Théorème de Noether

Considérons un système décrit par la densité lagrangienne L(φ, ∂µφ).
Une transformation

φ(x)→ φ′(x) = φ(x) + ε δφ(x) (3.86)

est appelée transformation de symétrie du système si elle change la densité
lagrangienne

L → L′ = L+ ε δL (3.87)
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par l’addition d’une quadridivergence

δL = ∂µIµ. (3.88)

L’action est transformée en

S =
1

c

∫
L d4x→ S′ =

1

c

∫
L′d4x = S + ε δS (3.89)

avec

δS =
1

c

∫
∂µIµd4x = 0 (3.90)

d’après l’équation (1.104). Dans une transformation de symétrie, l’action est
invariante et les équations du mouvement sont inchangées.

Remarque δS = 0 est vérifiée pour toutes les transformations infi-
nitésimales d’une solution φ(x) des équations du mouvement. Mais par
transformation de symétrie, il faut comprendre que les équations (3.86–3.90)
s’appliquent à un champ φ(x) quelconque.

Nous supposons de plus que ε est un infiniment petit arbitraire : on
considère en fait une infinité de transformations infinitésimales de symétrie
qui forment un groupe continu à un paramètre (ε). Dans (3.86), la variation
δφ(x) dépend de φ (cf. ci-dessous l’exemple des translations parallèles à l’axe
α où δφ(x) est donné par l’équation (3.99)).

ε étant un infiniment petit arbitraire, calculons la variation ε δL pour la
variation ε δφ(x) d’une solution des équations du mouvement sans supposer
que la transformation soit une symétrie :

ε δL = ε
∂L
∂φ

δφ+ ε
∂L

∂(∂µφ)
δ∂µφ. (3.91)

En utilisant les équations du mouvement
∂L
∂φ

= ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
et en divisant par

ε, il vient :

δL = ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
δφ+

∂L
∂(∂µφ)

∂µδφ = ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
. (3.92)

Pour une transformation de symétrie on obtient en comparant avec (3.88)

∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ− Iµ

)
= 0. (3.93)

La densité de courant (courant de Noether 2)

jµ =
∂L

∂(∂µφ)
δφ− Iµ (3.94)

2. Amalie Emmy Noether (1882-1935)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Noether_Emmy.html
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est localement conservée (∂µj
µ = 0) pour un champ solution des équations

du mouvement. On a ainsi montré le théorème de Noether (1918) : à
chaque groupe continu à un paramètre de symétries infinitésimales (3.86)
correspond le courant localement conservé (3.94). La charge de Noether
associée

Q = k

∫
j0 d3x (3.95)

est conservée (k étant une constante arbitraire). Le courant de Noether
n’étant pas nécessairement un quadrivecteur (cf. équation (3.103) ci-après),
il se peut que la charge (3.95) ne soit pas invariante.

Le théorème de Noether associe la conservation de l’énergie-impulsion
d’un système isolé à son invariance par translations. Dans la translation ε~e1,
une fonction f dépendant de x1 et x2 se transforme par

f(x1, x2)→ f ′(x1, x2) = f(x1 − ε, x2) = f(x1, x2)− ε∂1f(x1, x2) (3.96)

Pour α = 0, 1, 2 ou 3 nous prendrons

f(x)→ f ′(x) = f(x) + ε∂αf(x) (3.97)

Le champ φ(x) se transforme en

φ′(x) = φ(x) + ε∂αφ(x) (3.98)

soit en comparant avec (3.86)

δφ(x) = ∂αφ(x). (3.99)

La densité lagrangienne se transforme en

L′ = L+ ε∂αL. (3.100)

La variation de la densité lagrangienne

δL = ∂αL = ∂µg
µαL (3.101)

est la quadridivergence de
Iµα = gµαL. (3.102)

Il y a un courant de Noether pour chaque α. Leur ensemble forme le tenseur
énergie-impulsion canonique

T µα
c =

∂L
∂(∂µφ)

∂αφ− gµαL (3.103)

(cf. équation (3.82)) qui vérifie

∂µT
µα
c = 0. (3.104)

Les charges de Noether forment la quadriimpulsion

pα =
1

c

∫
T 0α

c d3x. (3.105)
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4

Théorie quantique du
rayonnement

L’électrodynamique quantique permet de décrire les interactions élec-
tromagnétiques des particules chargées. L’objectif de ce chapitre est de
présenter une partie de cette théorie, la description quantique d’un système
champ + particules à basses énergies, où on peut négliger la possibilité de
création de paires particules-antiparticules. On abandonnera la covariance
relativiste explicite en utilisant la jauge de Coulomb. Cette description
est bien adaptée à l’étude des processus d’interaction entre matière (atomes
et molécules) et rayonnement.

4.1 Quantification d’un oscillateur harmonique

4.1.1 Quantification canonique

On rappelle la méthode de quantification d’un oscillateur harmonique
d’équation

ẍ = −ω2x. (4.1)

L’oscillateur est décrit par le lagrangien (on pose la masse m = 1)

L =
1

2

(
ẋ2 − ω2x2

)
. (4.2)

Le moment conjugué de x est p =
∂L

∂ẋ
= ẋ et l’hamiltonien est

H = pẋ− L =
1

2

(
p2 + ω2x2

)
. (4.3)

Les équations de Hamilton sont

ẋ =
∂H

∂p
et ṗ = −∂H

∂x
. (4.4)
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La quantification canonique consiste à remplacer les variables conjuguées x
et p par des opérateurs hermitiques 1 qui agissent sur un espace de Hilbert 2

(espace des états) et vérifient la relation de commutation

[x, p] = i}. (4.5)

On déduit de cette relation que [p, f(x)] = −i}∂f
∂x

et [x, f(p)] = i}
∂f

∂p
,

c’est-à-dire qu’on peut faire les identifications

p = −i} ∂

∂x
et x = i}

∂

∂p
. (4.6)

L’hamiltonien H devient un opérateur qui détermine l’évolution du système.
On peut adopter deux points de vue.

Dans le point de vue de Schrödinger 3, les opérateurs x et p sont fixes et
les vecteurs d’état |ψS(t)〉 évoluent suivant

i}
d

dt
|ψS(t)〉 = H |ψS(t)〉 . (4.7)

Il existe un opérateur unitaire d’évolution U(t, t0) qui translate les vecteurs
d’état de l’instant t0 à l’instant t

|ψS(t)〉 = U(t, t0) |ψS(t0)〉 . (4.8)

L’opérateur d’évolution U(t, t0) vérifie

i}
d

dt
U(t, t0) = HU(t, t0) et U(t0, t0) = 1. (4.9)

Il satisfait à la loi de composition multiplicative

U(t, t0) = U(t, t1)U(t1, t0). (4.10)

Supposant H indépendant du temps, on pourra écrire

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/}. (4.11)

Dans le point de vue de Heisenberg 4, les vecteurs d’état |ψH〉 sont fixes

|ψH〉 = U−1(t, t0) |ψS(t)〉 = |ψS(t0)〉 (4.12)

et les opérateurs AH(t) = U−1(t, t0)ASU(t, t0) évoluent au cours du temps
selon

i}
d

dt
AH(t) = [AH(t),H] (4.13)

1. Charles Hermite (1822-1901)
2. David Hilbert (1862-1943)
3. Erwin Rudolf Josef Alexander Schrödinger (1887-1961)
4. Werner Karl Heisenberg (1901-1976)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hermite.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hilbert.html
http://www.nobel.se/physics/laureates/1933/schrodinger-bio.html
http://www.nobel.se/physics/laureates/1932/heisenberg-bio.html
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pour un opérateur AS indépendant du temps dans le point de vue de Schrö-
dinger (H étant indépendant du temps HH = H). L’observable physique
associée aux opérateurs AS et AH s’obtient par

〈ψS(t)|AS |ψS(t)〉︸ ︷︷ ︸
représ. Schrödinger

= 〈ψH |AH(t) |ψH〉︸ ︷︷ ︸
représ. Heisenberg

(4.14)

Le point de vue de Heisenberg conduit à une analogie formelle entre Mé-
canique Classique et Mécanique Quantique : l’équation (4.13) donne pour
xH(t) et pH(t), en utilisant l’équation (4.6),

dxH

dt
=

[xH ,H]

i}
=

(
∂H

∂p

)

H

et
dpH

dt
=

[pH ,H]

i}
= −

(
∂H

∂x

)

H

(4.15)

qui ont la même forme que les équations de Hamilton (4.4).

4.1.2 Rappel sur l’oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique quantique est décrit plus commodément en in-
troduisant les opérateurs création a† et destruction a,

a =
ωx+ ip√

2}ω
, a† =

ωx− ip√
2}ω

, (4.16)

conjugués hermitiques l’un de l’autre. Ces opérateurs vérifient la relation de
commutation [

a, a†
]

= 1, (4.17)

x =

√
}

2ω

(
a+ a†

)
, p = i

√
}ω

2

(
a† − a

)
(4.18)

et l’hamiltonien s’écrit

H = }ω

(
a†a+

1

2

)
. (4.19)

Les vecteurs propres de H sont |n〉, de valeurs propres }ω
(
n+ 1

2

)
, où n = 0,

1, 2, . . . . On a les relations

a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉

a |n〉 =
√
n |n− 1〉

a |0〉 = 0

|n〉 =

(
a†
)n

√
n!
|0〉 . (4.20)

En représentation de Heisenberg, les opérateurs création-destruction ont la
forme

a†H(t) = a†eiω(t−t0), aH(t) = ae−iω(t−t0). (4.21)
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4.1.3 Interprétation en termes de particules

Deux niveaux d’énergie consécutifs diffèrent d’un quantum d’énergie
}ω. On interprète l’état |n〉 comme décrivant un système de n particules
(phonon, photon, etc.) ayant toutes les mêmes caractéristiques (énergie }ω,
quantité de mouvement }~k, polarisation ~ε pour des photons). L’opérateur
N = a†a est le nombre de particules. L’opérateur a† crée une particule et
l’opérateur a détruit une particule. Le vecteur d’état |0〉 représente le vide ;
il lui est associé une énergie }ω/2. Ces particules sont des bosons 5 : elles
sont toutes dans le même état quantique et leur nombre n est arbitraire.

4.1.4 Ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants

Considérons maintenant un ensemble de p oscillateurs harmoniques in-
dépendants. L’espace des états E = E1⊗E2⊗· · ·⊗Ep est le produit tensoriel
des espaces Ei des divers oscillateurs. L’hamiltonien s’écrit

H =

p∑

i=1

}ωi

(
a†iai +

1

2

)
(4.22)

et les opérateurs de l’oscillateur k commutent avec ceux de l’oscillateur l 6=
k : [

ak, a
†
l

]
= δkl, et [ak, al] =

[
a†k, a

†
l

]
= 0. (4.23)

Les vecteurs propres de H (on pose |0〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ · · · ⊗ |0〉),

|m1,m2, . . . ,mp〉 = |m1〉 ⊗ |m2〉 ⊗ · · · ⊗ |mp〉

=

(
a†1

)m1

√
m1!

(
a†2

)m2

√
m2!

· · ·

(
a†p
)mp

√
mp!

|0〉 , (4.24)

d’énergie
∑p

i=1 }ωi (mi + 1/2), forment une base de l’espace E .

4.1.5 Transformation unitaire d’opérateurs création-destruc-
tion

Envisageons le cas où toutes les fréquences ωi (i = 1, . . . p avec p > 1)
sont les mêmes (oscillateur isotrope à p dimensions). Les niveaux d’énergie
ne dépendent que de m =

∑p
i=1mi et sont dégénérés pour m > 0. Considé-

rons la transformation d’opérateurs création-destruction

a′i = Uijaj , a′†i = U∗
ija

†
j (sommations sur j) (4.25)

où Uij est une matrice unitaire p× p.

5. Satyendranath Bose (1894-1974)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Bose.html
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Montrons quelques propriétés de cette transformation.

– Elle préserve la forme (4.23) des relations de commutation :

[
a′i, a

′†
j

]
= UikU

∗
jl

[
ak, a

†
l

]
= UikU

∗
jk = δij , (4.26)

[
a′i, a

′
j

]
= UikUjl [ak, al] = 0. (4.27)

– Elle préserve la forme de l’opérateur N = a†jaj (sommation sur j) :

a′†j a
′
j = U∗

jkUjla
†
kal = δkla

†
kal = a†kak. (4.28)

– Les vecteurs propres de

H = }ω

p∑

i=1

(
a†iai +

1

2

)
= }ω

p∑

i=1

(
a′†i a

′
i +

1

2

)
,

∣∣m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
p

〉
=

(
a′†1

)m′

1

√
m1!

(
a′†2

)m′

2

√
m2!

· · ·

(
a′†p
)m′

p

√
mp!

|0〉 , (4.29)

d’énergie }ω
∑p

i=1 (m′
i + 1/2) forment une autre base de l’espace E .

4.2 Lagrangien

Considérons un système formé de N particules chargées a = 1, . . .N , de
coordonnées ~xa(t). On note

ρa(~r, t) = qaδ
(3)(~r − ~xa(t)) (4.30)

la densité de charge de la particule a. Le quadricourant est

jµ(~r, t) =
(
ρc, ~J

)
=

N∑

a=1

ρa(~r, t)
(
c, ~̇xa(t)

)
. (4.31)

On considérera des particules non relativistes dont on néglige le spin. Le
lagrangien du système champ électromagnétique + particules est

L =

N∑

a=1

ma

2

(
~̇xa

)2
+

∫
L d3x

L = − ρφ+ ~J · ~A+
1

2µ0c2

(
~E 2 − c2 ~B 2

) (4.32)
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4.3 Problèmes dans la quantification du champ
électromagnétique

Posons

Xµ
ν =

1

c

∂L
∂(∂µAν)

= − 1

cµ0
F µ

ν [en utilisant (2.57)]. (4.33)

Le champ moment conjugué ΠAµ du champ Aµ est la composante X0
µ de

ce tenseur :

ΠAi =
∂L
∂Ȧi

=
1

c

∂L
∂(∂0Ai)

= − 1

cµ0
F 0

i = − 1

c2µ0
Ei, ΠA0 =

1

c

∂L
∂(∂0A0)

= 0.

(4.34)

Les champs ΠAi vérifient
∑

i

∂iΠAi = − 1

c2µ0
∂iE

i = −ρ qui ne dépend que

de la position ~xa des particules.
La méthode de quantification remplace deux variables conjuguées par

des opérateurs ayant un commutateur non nul. Deux difficultés apparaissent
pour quantifier ce système :

– On ne peut pas former un commutateur non nul avec le couple A0,
ΠA0 = 0.

– L’existence d’une relation fonctionnelle entre les variables canoniques
~xa et ΠAi(~r, t) (les dérivées ∂iΠAj par rapport à xi sont des combinai-
sons de variables infiniment proches) est incompatible avec les formes
usuelles des commutateurs. On peut le comprendre avec un exemple
dans le cas des variables canoniques discrètes xi, pi. Si les variables
sont liées par αx1 = p2 − p3 (α constante), on ne peut pas imposer
[x1, p1] = i} car α [x1, p1] = [p2, p1]− [p3, p1] 6= 0 est incompatible avec
[pi, pj ] = 0.

Ces difficultés peuvent être attribuées à la redondance des potentiels.

4.3.1 Méthode de quantification utilisée

La première difficulté sera réglée en éliminant la variable redondante
A0 = φ/c. Cette élimination est rendue plus simple en utilisant la jauge de
Coulomb ~∇ · ~A = 0. La covariance des équations n’est alors plus manifeste.

De façon générale, lorsqu’une vitesse ẋ0 (comme ici Ȧ0(~r, t) en tout
point ~r) n’intervient pas dans un lagrangien L(x0, x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN ),
l’équation d’Euler-Lagrange relative à x0

∂L

∂x0
(x0, x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN ) = 0 (4.35)

permet de considérer x0 comme une fonction implicite

x0 = f(x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN )
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des autres variables et vitesses. Le système peut alors être décrit par les 2N
variables et vitesses x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN et le lagrangien

L′ = L(f(x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN ), x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN ).

Si le principe de moindre action est satisfait quand le système est décrit par
L avec la variable x0, il reste a fortiori satisfait quand le système est décrit
par L′.

On s’impose la jauge de Coulomb : les variables Ai sont liées par ~∇· ~A = 0.
La seconde difficulté sera réglée en remplaçant les variables liées Ai par des
variables indépendantes (variables normales).

4.3.2 Autre méthode

On peut quantifier le système des particules et du champ électromagné-
tique en gardant la covariance des équations. On rajoute au lagrangien une
densité de la forme

Ljauge = − 1

αµ0
(∂µA

µ)2 (4.36)

qui contient la dérivée Ȧ0. Le nouveau système peut alors être quantifié de
façon canonique. Lorsqu’on impose ensuite la condition de Lorenz ∂µA

µ = 0,
Ljauge = 0 et on retrouve le système initial.

4.4 Élimination de φ et utilisation de la jauge de
Coulomb

Écrivons

~E = ~E‖ + ~E⊥ où ~E‖ = −~∇φ, ~E⊥ = −∂
~A

∂t
. (4.37)

C’est la décomposition de ~E en un champ longitudinal ~E‖ (qui vérifie ~∇ ∧
~E‖ = 0) et en un champ transverse (ou solénöıdal) ~E⊥ (qui vérifie ~∇· ~E⊥ = 0

puisqu’on suppose ~∇ · ~A = 0). En jauge de Coulomb, φ vérifie l’équation de
Poisson (1.23) ; c’est donc le potentiel coulombien de la répartition instan-
tanée de charge

φ(~r, t) =
1

4πε0

∫
d3x′

ρ(~r ′, t)

|~r − ~r ′| =
∑

a

1

4πε0

qa
|~r − ~xa(t)|

. (4.38)

Transformons la contribution de ~E 2 au lagrangien (4.32)

1

2µ0c2

∫
~E 2 d3x

=
1

2µ0c2

∫
~E 2
⊥ d

3x+
1

µ0c2

∫
~E⊥ · ~E‖ d

3x+
1

2µ0c2

∫
~E‖

2
d3x. (4.39)
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La deuxième intégrale du membre de droite est nulle :
∫

(∂iφ)(∂0A
i) d3x = −

∫
φ∂0∂iA

i d3x = 0. (4.40)

La troisième s’écrit :

−ε0
2

∫
Ei

‖∂iφd
3x =

ε0
2

∫
φ∂iE

i
‖ d

3x =
ε0
2

∫
φ∂iE

i d3x =
1

2

∫
φρ d3x.

(4.41)
En y ajoutant la contribution −

∫
φρ d3x du terme d’interaction du lagran-

gien, nous écrivons

−1

2

∫
φρ d3x = −

∑

a, b

1

8πε0

∫
d3xd3x′

ρa(~r, t)ρb(~r
′, t)

|~r − ~r ′| = −
∑

a

W a
Coul−UCoul

(4.42)
où

W a
Coul =

1

8πε0

∫
d3xd3x′

ρa(~r, t)ρa(~r
′, t)

|~r − ~r ′| (4.43)

est l’énergie coulombienne propre de la particule a (qui est infinie pour une
répartition de charge ponctuelle) et

UCoul(~x1, . . . , ~xN ) =
∑

a<b

1

4πε0

∫
d3xd3x′

ρa(~r, t)ρb(~r
′, t)

|~r − ~r ′|

=
∑

a<b

1

4πε0

qaqb
|~xa − ~xb|

(4.44)

est l’énergie coulombienne d’interaction entre les particules. Le lagrangien
s’écrit maintenant, en négligeant l’énergie propre des particules,

L =

N∑

a=1

ma

2
~̇xa

2 − UCoul +

N∑

a=1

qa~̇xa · ~A(~xa, t)

︸ ︷︷ ︸
R

~J · ~Ad3x

+
1

2µ0c2

∫ [(
~̇A
)2
− c2

(
~∇∧ ~A

)2
]
d3x. (4.45)

4.5 Conditions aux limites périodiques

Nous allons supposer que le système se trouve dans une bôıte cubique

B de côté ` (|xi| ≤ `

2
) et que les champs et leurs dérivées vérifient des

conditions aux limites périodiques

f(x1, x2, x3, t) = f(x1 +`, x2, x3, t) = f(x1, x2 +`, x3, t) = f(x1, x2, x3 +`, t).
(4.46)
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On peut développer les champs en séries de Fourier

f(~r, t) =
∑

n∈D

fn(t)ei
~kn·~r, g(~r, t) =

∑

n∈D

gn(t)ei
~kn·~r (4.47)

où D est l’ensemble des vecteurs n = ~n = (nx, ny, nz) (la flèche sur n sera

omise dans la suite) avec nx, ny, nz = 0, ±1, ±2, . . . et ~kn =
2π~n

`
. Voici

quelques relations utiles (les intégrales sont prises sur la bôıte B).

– Orthogonalité :
∫
ei(

~kn−~km)·~rd3x = `3δmn = `3δmxnxδmynyδmznz . (4.48)

– Transformation inverse de (4.47) :

fn =
1

`3

∫
f(~r, t)e−i~kn·~rd3x. (4.49)

– Fonction δ(3)(~r − ~r ′) (~r, ~r ′ dans B) : en portant f(~r, t) = δ(3)(~r − ~r ′)
dans l’équation (4.49) on trouve fn =

1

`3
e−i~kn·~r ′

et (4.47) donne alors

δ(3)(~r − ~r ′) =
∑

n

1

`3
ei

~kn·(~r−~r ′). (4.50)

– Identité de Parseval 6 :
∫
|f(~r, t)|2 d3x =

∑

mn

∫
f∗mfne

i(~kn−~km)·~rd3x =
∑

n

`3 |fn|2 . (4.51)

– Identité de Plancherel 7 :
∫
f∗(~r, t)g(~r, t)d3x =

∑

n

`3f∗ngn. (4.52)

– Fonction réelle :

f(~r, t) réel équivaut à f ∗
n = f−n ∀n ∈ D. (4.53)

– On retrouve l’espace entier en prenant la limite ` → ∞. Les sommes
sur n deviennent des intégrales sur ~k.

(
`

2π

)3

fn(t) −→ f̂(~k, t),
∑

n

(
2π

`

)3

−→
∫
d3k,

δnn′ −→
(

2π

`

)3

δ(3)(~k − ~k ′). (4.54)

6. Marc-Antoine Parseval des Chênes (1755-1836)
7. Michel Plancherel (1885-1967)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Parseval.html
http://commonweb.unifr.ch/math/main/plancherel.html
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4.6 Potentiel vecteur : composantes Anα

Le potentiel vecteur

~A(~r, t) =
∑

n∈D

~An(t)ei
~kn·~r (4.55)

vérifie la condition de Coulomb

~∇ · ~A =
∑

n∈D

i~kn · ~Ane
i~kn·~r = 0. (4.56)

La composante ~An est donc perpendiculaire à ~kn. On a aussi la relation (4.53)
~A∗

n = ~A−n. Pour éviter des singularités, nous supposerons de plus que ~An = 0
pour n = (0, 0, 0) (cette restriction disparâıt dans la limite ` → ∞ lorsque
les ~kn peuvent devenir infiniment petits). Soit D ′ une moitié de D∗ = D −
{(0, 0, 0)}, c’est-à-dire un sous-ensemble de D∗ tel que pour tout n ∈ D∗

alors exactement une seule des valeurs n ou −n se trouve dans D ′. Pour

~εn1
~εn2

k̂n

Fig. 4.1 – Base transverse.
tout n ∈ D′, introduisons (cf. figure 4.1) une base transverse formée de
deux vecteurs complexes ~εnα (α = 1, 2 ; la direction transverse de ~εn1 est
arbitraire et indépendante des autres ~εn′α (n′ ∈ D′, n′ 6= n) ; les composantes
sur Ox1x2x3 du vecteur ~εnα sont notées εi

nα) :

k̂n =
~kn

kn
, ~ε ∗nα · ~εnβ = δαβ et ~εnα · k̂n = 0 pour α, β = 1, 2.

(4.57)

∑

α

εi∗nαε
j
nα = δij − ki

nk
j
n(

~kn

)2 . (4.58)

Écrivant ~An =
∑

αAnα~εnα et ~A−n = ~A∗
n =

∑
αA

∗
nα~ε

∗
nα pour n ∈ D′, il

vient
~A(~r, t) =

∑′

nα

(
Anα~εnαe

i~kn·~r +A∗
nα~ε

∗
nαe

−i~kn·~r
)

(4.59)

où la somme porte sur α = 1, 2 et n ∈ D′ (ce qui est indiqué par
∑′).

Les variables complexes Anα(t) (n ∈ D′, α = 1, 2) sont indépendantes les
unes des autres. Définissons (provisoirement) les vecteurs transverses de ~k−n

(n ∈ D′) par ~ε−nα = ~ε ∗nα et posons A−nα = A∗
nα. L’équation (4.59) devient

~A(~r, t) =
∑

nα

Anα~εnαe
i~kn·~r (4.60)

et le champ électrique transverse s’écrit

~E⊥ = − ~̇A = −
∑′

nα

(
Ȧnα~εnαe

i~kn·~r + Ȧ∗
nα~ε

∗
nαe

−i~kn·~r
)

= −
∑

nα

Ȧnα~εnαe
i~kn·~r

(4.61)
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Portons ces expression dans les intégrales

∫ (
~̇A
)2
d3x = `3

∑

n

∣∣∣∣∣
∑

α

Ȧnα~εnα

∣∣∣∣∣

2

= `3
∑

nα

∣∣∣Ȧnα

∣∣∣
2

= 2`3
∑′

nα

∣∣∣Ȧnα

∣∣∣
2

(4.62)
et

c2
∫ (

~∇∧ ~A
)2
d3x = `3c2

∑

n

∣∣∣∣∣
∑

α

Anαi~kn ∧ ~εnα

∣∣∣∣∣

2

= `3c2
∑

nα

k2
n |Anα|2 = 2`3

∑′

nα

ω2
n |Anα|2 (4.63)

où ωn = knc. Le lagrangien (4.45) s’écrit maintenant en fonction des va-
riables discrètes indépendantes réelles ~xa, ~̇xa (a = 1, . . . , N) et complexes
Anα, Ȧnα (n ∈ D′, α = 1 ou 2)

L =

N∑

a=1

ma

2
~̇xa

2 − UCoul(~x1, . . . ,~xN ) +
∑

a

qa~̇xa · ~A(~xa,t) + Lchamp

~A(~xa, t) =
∑′

nα

(
Anα~εnαe

i~kn·~xa +A∗
nα~ε

∗
nαe

−i~kn·~xa

)
(4.64)

Lchamp =
`3

µ0c2

∑′

nα

(∣∣∣Ȧnα

∣∣∣
2
− ω2

n |Anα|2
)
.

Remplaçons les variables complexes Anα par les variables réelles Xnα1 et
Xnα2

Anα =

√
µ0c2

2`3
(Xnα1 + iXnα2) . (4.65)

On a (somme sur s = 1, 2)

Lchamp =
∑′

nαs

1

2

(
Ẋ2

nαs − ω2
nX

2
nαs

)
. (4.66)

Écrit avec les variables Xnαs, le champ libre apparâıt comme un ensemble
d’oscillateurs harmoniques indépendants qui évoluent suivant

Ẍnαs + ω2
nXnαs = 0. (4.67)

Le potentiel vecteur ~A et le champ électrique transverse ~E⊥ = − ~̇A s’écrivent,
d’après les équations (4.59), (4.61) et (4.65),

~A(~r, t) =
∑′

nαs

Xnαs
~fnαs(~r), ~E⊥(~r, t) = −

∑′

nαs

Ẋnαs
~fnαs(~r) (4.68)
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où les fonctions ~fnαs(~r) forment une base réelle des champs de vecteurs
transverses. Elles sont normalisées par

∫
~fnαs(~r) · ~fn′α′s′(~r)d

3x = µ0c
2δnn′δαα′δss′ (4.69)

et données explicitement par

~fnα1(~r) =

√
µ0c2

2`3

(
~εnαe

i~kn·~r + ~ε−nαe
−i~kn·~r

)
,

~fnα2(~r) = i

√
µ0c2

2`3

(
~εnαe

i~kn·~r − ~ε−nαe
−i~kn·~r

)
.

(4.70)

Si ~εnα est réel (~ε−nα = ~ε∗nα = ~εnα) elles se simplifie en

~fnα1(~r) =

√
2µ0c2

`3
~εnα cos~kn · ~r, ~fnα1(~r) = −

√
2µ0c2

`3
~εnα sin~kn · ~r.

(4.71)

4.7 Hamiltonien

Le moment canonique conjugué de Xnαs est

Πnαs =
∂L

∂Ẋnαs

= Ẋnαs (4.72)

et celui de xi
a est

pi
a =

∂L

∂ẋi
a

= maẋ
i
a + qaA

i(~xa, t) (on pose ~pa = (p1
a, p

2
a, p

3
a)). (4.73)

L’hamiltonien est

H =
∑

a

~pa · ~̇xa +
∑′

nαs

ΠnαsẊnαs − L

=
∑

a

ma

2
~̇x2

a + UCoul(~x1, . . . , ~xN ) +
∑′

nαs

1

2

(
Ẋ2

nαs + ω2
nX

2
nαs

)
(4.74)

soit, dans les variables Xnαs, ~xa, Πnαs et ~pa

H =
∑

a

1

2ma

(
~pa − qa ~A(~xa, t)

)2
+ UCoul(~x1, . . . , ~xN ) +Hchamp (4.75)

avec

Hchamp =
∑′

nαs

1

2

(
Π2

nαs + ω2
nX

2
nαs

)
. (4.76)
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4.8 Quantification canonique

Nous adoptons le point de vue de Schrödinger. Les variables conjuguées
(réelles) sont transformées en opérateurs hermitiques indépendants du temps
qui commutent entre-eux sauf

[
xi

a, p
i
a

]
= [Xnαs,Πnαs] = i} (non sommé sur les indices répétés).

(4.77)
Il est plus commode d’utiliser les opérateurs création et destruction associés
à chaque oscillateur harmonique :

anαs =
ωnXnαs + iΠnαs√

2}ωn
et a†nαs =

ωnXnαs − iΠnαs√
2}ωn

(4.78)

conjugués hermitiques l’un de l’autre. Ces opérateurs vérifient les relations
de commutation

[
anαs, a

†
n′α′s′

]
= δnn′δαα′δss′ , [anαs, an′α′s′ ] =

[
a†nαs, a

†
n′α′s′

]
= 0.

(4.79)
Inversement

Xnαs =

√
}

2ωn

(
a†nαs + anαs

)
, Πnαs = i

√
}ωn

2

(
a†nαs − anαs

)

(4.80)
et l’hamiltonien du champ libre s’écrit

Hchamp =
∑′

nαs

}ωn

(
a†nαsanαs +

1

2

)
. (4.81)

Le potentiel vecteur (4.68) devient l’opérateur (indépendant du temps)

~A(~r) =
∑′

nαs

√
}

2ωn

(
anαs

~fnαs + a†nαs
~fnαs

)
. (4.82)

La variable Ẋnαs est remplacée par l’opérateur Πnαs et le champ électrique
transverse devient l’opérateur

~E⊥(~r) =
∑′

nαs

√
}ωn

2

(
ianαs

~fnαs − ia†nαs
~fnαs

)
. (4.83)

4.9 Modes normaux

Pour faciliter l’interprétation physique nous allons effectuer un change-
ment de la base (4.70) en revenant à des fonctions exponentielles, comme
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dans (4.60). Ainsi, posant pour n ∈ D′

~fnα(~r) =
1√
2

(
~fnα1 − i ~fnα2

)
=

√
µ0c2

`3
~εnαe

i~kn·~r,

~f−nα(~r) =
1√
2

(
~fnα1 + i ~fnα2

)
=

√
µ0c2

`3
~ε−nαe

−i~kn·~r,

(4.84)

le changement de base s’écrit matriciellement

(
~fnα

~f−nα

)
=

1√
2

(
~fnα1

~fnα2

)( 1 1
−i i

)
=
(
~fnα1

~fnα2

)
U †

(4.85)
où U est la matrice unitaire

U =
1√
2

(
1 i
1 −i

)
. (4.86)

Posons pour n ∈ D′

anα =
anα1 + ianα2√

2
et a−nα =

anα1 − ianα2√
2

. (4.87)

C’est la transformation (4.25) d’opérateurs création-destruction étudiée sec-
tion 4.1.5 correspondant à la matrice unitaire U (4.86). Les opérateurs des-

truction (4.87) anα (n ∈ D∗) et leurs conjugués hermitique a†nα vérifient
donc les relations de commutation

[
anα, a

†
n′α′

]
= δnn′δαα′ , [anα, an′α′ ] =

[
a†nα, a

†
n′α′

]
= 0. (4.88)

D’après (4.28),
∑

s a
†
nαsanαs = a†nαanα + a†−nαa−nα et l’hamiltonien du

champ libre (4.81) s’écrit

Hchamp =
∑

nα

}ωn

(
a†nαanα +

1

2

)
. (4.89)

On a

(
~fnα

~f−nα

)( anα

a−nα

)
=
(
~fnα1

~fnα2

)
U †U︸︷︷︸
=1

(
anα1

anα2

)
(4.90)

soit ∑
s anαs

~fnαs = anα
~fnα + a−nα

~f−nα,∑
s a

†
nαs

~fnαs = a†nα
~f∗nα + a†−nα

~f∗−nα.
(4.91)

Les expressions (4.82) et (4.83) deviennent

~A =
∑

nα

√
}

2ωn

(
anα

~fnα + a†nα
~f∗nα

)
, (4.92)
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~E⊥ =
∑

nα

√
}ωn

2

(
ianα

~fnα − ia†nα
~f∗nα

)
, (4.93)

soit

~A(~r) =
∑

nα

√
µ0c2}

2`3ωn

[
anα~εnαe

i~kn·~r + a†nα~ε
∗
nαe

−i~kn·~r
]

(4.94)

et

~E⊥(~r) = i
∑

nα

√
µ0c2}ωn

2`3

[
anα~εnαe

i~kn·~r − a†nα~ε
∗
nαe

−i~kn·~r
]
. (4.95)

Il est possible de changer la base transverse correspondant à un n donné
par une nouvelle transformation unitaire V de la base et des opérateurs
(sommation sur les indices répétés)

~ε ′nα = V ∗
αβ~εnβ , a′nα = Vαβanβ. (4.96)

On a alors
~an = a′nα~ε

′
nα = anα~εnα. (4.97)

La forme des équations (4.94) et (4.95), des relations de commutation (4.88)
et de l’hamiltonien du champ libre (4.89) reste inchangée. On peut donc
lever la condition ~ε ∗nα = ~ε−nα qui permettait de simplifier les calculs. Les
expressions (4.94) et (4.95) sont des développements en modes normaux. Par
transformation unitaire de la base, en se limitant à combiner entre-elles des
fonctions de base correspondant au même ωn (pour garder la forme (4.89)
de l’hamiltonien), on obtiendra d’autres développements en modes normaux.
Exemple : les développements (4.82) et (4.83).

4.10 Opérateurs du point de vue de Heisenberg
(champ libre)

En représentation de Heisenberg, pour le champ libre, les opérateurs
création-destruction ont la forme (équation (4.21) où on prend t0 = 0)

a†nα(t) = a†nαeiωnt et anα(t) = anαe
−iωnt. L’opérateur du champ ~AH(~r, t)

dans la représentation de Heisenberg s’écrit

~AH(~r, t) =
√
N
∑

nα

[
anα

~φ−nα(~r, t) + a†nα
~φ+

nα(~r, t)
]

(4.98)

où N = }µ0c et

~φ−nα(~r, t) =
[
~φ+

nα(~r, t)
]∗

=

√
c

2`3ωn
~εnαe

i~kn·~r−iωnt. (4.99)
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Les fonctions ~φ±nα forment une base d’ondes planes du champ classique et
sont normalisées par

〈
~φ±nα,

~φ±mβ

〉
= ∓δmnδαβ ,

〈
~φ±nα,

~φ∓mβ

〉
= 0 (4.100)

pour le produit scalaire

〈
~f1, ~f2

〉
= i

∫

B
d3x

(
~f∗1 ·

∂ ~f2

c∂t
−
(
∂ ~f∗1
c∂t

)
· ~f2

)
. (4.101)

L’opérateur ~E⊥H(~r, t) s’obtient (champ libre) par

~E⊥H(~r, t) = −∂
~AH

∂t
= i
√
N
∑

nα

ωn

[
anα

~φ−nα(~r, t)− a†nα
~φ+

nα(~r, t)
]
. (4.102)

Noter que l’introduction du facteur
√
N dans (4.98) correspond à la forme

de � l’énergie cinétique � du champ dans lagrangien (4.45)

T =
1

2µ0c2

∫ (
~̇A
)2

d3x =
}c

2

1

N

∫ (
∂ ~A

c∂t

)2

d3x. (4.103)

4.11 Récapitulatif des opérateurs

Nous avons défini les opérateurs ~xa (a = 1, . . . , N , de composantes
xi

a), ~pa (de composantes pi
a), ~an =

∑
α anα~εnα (n ∈ D∗) et son conjugué

hermitique ~a†n =
∑

α a
†
nα~ε ∗nα qui vérifient les relations de commutation

[
anα, a

†
n′α′

]
= δnn′δαα′ , [anα, an′α′ ] =

[
a†nα, a

†
n′α′

]
= 0,[

xi
a, p

j
b

]
= i}δabδij ,

[
xi

a, x
j
b

]
=

[
pi

a, p
j
b

]
= 0,

[
xi

a, anα

]
=

[
xi

a, a
†
nα

]
=

[
pi

a, anα

]
=

[
pi

a, a
†
nα

]
= 0.

(4.104)
L’hamiltonien du système champ + particules peut se décomposer en trois
parties

H = Hpart +Hint +Hchamp

Hpart =
∑

a

1

2ma
~p 2

a + UCoul(~x1, . . . , ~xN )

Hint =
∑

a

[
− qa
ma

~A(~xa) · ~pa +
q2a

2ma

~A 2(~xa)

]

Hchamp =
∑

nα

}ωn

(
a†nαanα +

1

2

)
. (4.105)
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On a utilisé ~pa · ~A(~xa) = ~A(~xa) · ~pa en jauge de Coulomb. La partie Hpart

ne dépend que des opérateurs des particules ~xa et ~pa. La partie Hchamp ne

dépend que des opérateurs du champ ~an et ~a†n. La partie Hint dépend à la
fois des opérateurs des particules et du champ. Les opérateurs du champ
sont

~A =
∑

n

√
µ0c2}

2`3ωn

[
~ane

i~kn·~r + ~a†ne
−i~kn·~r

]
, φ =

∑

n

φne
i~kn·~r (4.106)

(φ, donné par l’équation (4.38), et ses composantes de Fourier φn ne dépen-
dent pas des ~an),

~E⊥ = i
∑

n

√
µ0c2}ωn

2`3

[
~ane

i~kn·~r − ~a†ne−i~kn·~r
]
, ~E‖ = −i

∑

n

φn
~kne

i~kn·~r,

(4.107)
et

~B = ~∇∧ ~A = i
∑

n

√
µ0c2}

2`3ωn

[
~kn ∧ ~ane

i~kn·~r − ~kn ∧ ~a†ne−i~kn·~r
]
. (4.108)

4.12 Espace des états

Champ libre

L’hamiltonien du champ libre

Hchamp =
∑

nα

}ωn

(
a†nαanα +

1

2

)
(4.109)

est la somme d’hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques indépendants. L’es-
pace Echamp des états du champ libre est le produit tensoriel des espaces des
divers oscillateurs. Une base des états est constituée des états de Fock 8

|mn1α1
,mn2α2

, . . . 〉 =

(
a†n1α1

)mn1α1

√
mn1α1

!

(
a†n2α2

)mn2α2

√
mn2α2

!
· · · |0〉 . (4.110)

A l’état fondamental |0〉, défini par anα |0〉 = 0 pour tout n et α, est associée

une énergie absolue E0 = 〈0|Hchamp |0〉 =
∑

nα

}ωn

2
infinie. L’état (4.110) est

vecteur propre de l’opérateur Nnα = a†nαanα avec la valeur propre mnα et

de l’hamiltonien du champ libre Hchamp avec l’énergie E0 +
∑

nα

}ωnmnα.

8. Vladimir Alexandrovich Fock (1898-1974)

http://andrejkoymasky.com/liv/fam/biof2/fock1.html
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On interprète ces propriétés en introduisant les photons du mode nα.
Chacun est doté de l’énergie }ωn, de la polarisation ~εnα et, comme on le
verra section 4.13, de la quantité de mouvement }~kn. L’opérateur Nnα est
l’observable nombre de photons du mode nα. L’état (4.110) décrit un état
de mn1α1

photons du mode n1α1, de mn2α2
photons du mode n2α2, . . . . Son

énergie par rapport au vide est la somme
∑

nα

}ωnmnα des énergies de tous

ces photons. L’opérateur a†nα crée un photon d’énergie }ωn, de quantité de
mouvement }~kn et de polarisation ~εn ; l’opérateur anα détruit un tel photon.

Champ + particules

L’espace des états des particules, sur lequel agissent les opérateurs ~xa et
~pa (a = 1, N), peut être identifié, pour des particules sans spin, à l’espace
Epart des fonctions complexes Ψ(~x1, . . . , ~xN ) de module au carré sommable.
L’espace des états du système champ + particules est le produit tensoriel
Epart ⊗ Echamp. Si |a〉 (a = 1, 2, . . . ) désigne une base de Epart, formée de
vecteurs propres de Hpart, une base des états du système est constituée des
états

|a,mn1α1
,mn2α2

, . . . 〉 = |a〉 ⊗ |mn1α1
,mn2α2

, . . . 〉 (4.111)

qui sont les vecteurs propres de Hpart +Hchamp.
Remarque : dans le traitement relativiste, le nombre de particules (élec-

trons, positrons, etc.) est variable. On peut utiliser une base des états par-
ticulaires qui spécifie les nombres d’occupation des particules dans chaque
état normal possible. Pour des particules de spin demi-entier ( 1

2 , 3
2 , . . . ),

qui sont des fermions 9, les nombres d’occupation sont 0 ou 1 (les champs
correspondants sont quantifiés à l’aide d’anticommutateurs). Pour des par-
ticules de spin entier, qui sont des bosons, les nombres d’occupation mnα

peuvent prendre toutes les valeurs entières (les champs correspondants sont
quantifiés à l’aide de commutateurs).

Fonction d’onde d’un état à un seul photon

Un état |Ψ(t)〉 à un seul photon se développe sur les états à un photon
de la base (4.110) :

|Ψ(t)〉 =
∑

nα

ψ1(~kn, α, t)a
†
nα |0〉 . (4.112)

Il est ainsi décrit par une fonction d’onde ψ1(~k, α). La fonction d’onde

ψ1(~k, α) = δ(~k−~kn)δαβ correspond à l’état a†nβ |0〉, c’est à dire à un photon de

quantité de mouvement }~kn et de polarisation ~εnβ . Cela suggère d’introduire
une fonction d’onde vectorielle définie dans l’espace réciproque (fonction de

9. Enrico Fermi (1901-1954)

http://www.nobel.se/physics/laureates/1938/fermi-bio.html
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l’impulsion ~p) en posant ~ψ(~p, t) =
∑

α ψ1(~kn, α, t)~εnα pour ~p = }kn. Voici
quelques propriétés de cette fonction d’onde.

– Elle vérifie la contrainte

~p · ~ψ(~p, t) = 0. (4.113)

– La probabilité de mesurer la quantité de mouvement ~p est
∣∣∣~ψ(~p, t)

∣∣∣
2
.

– Le caractère vectoriel correspond au spin s = 1 du photon (une par-
ticule de spin s = 1/2 est décrite par un spineur à 2 composantes et
plus généralement une particule de spin s par 2s+1 composantes). Ce
point sera détaillé dans la section 4.14

– La fonction d’onde est définie dans l’espace réciproque. Une particule
massive de spin s = 1 peut être décrite par une fonction d’onde vecto-
rielle dans l’espace des positions ou des impulsions. Ainsi une telle par-
ticule localisée en ~r0 est décrite par la fonction d’onde ~φ(~r) = ~Aδ(3)(~r−
~r0) ou ~ψ(~p) = ~A e−i~p·~r0/}, où ~A est un vecteur constant. La fonction
d’onde ~ψ(~p) = ~A e−i~p·~r0/} ne satisfait pas à la contrainte (4.113) et
ne peut être utilisée pour former un état à un photon localisé en ~r0.
Il serait souhaitable, par exemple pour décrire une expérience d’in-
terférences à un photon, de pouvoir définir l’état à un photon localisé
en ~r0 et la fonction d’onde dans l’espace des positions. Mais c’est im-
possible d’après Newton et Wigner 10 qui ont montré qu’il n’existe pas
d’états localisés d’une particule de masse nulle.

– Si la fonction d’onde ~ψ(~p, t) convient pour décrire un photon libre, ce
n’est plus le cas en présence d’interactions avec la matière car alors
le nombre de photons n’est plus constant (phénomènes d’émission et
absorption de photons).

Évolution du système

Dans le point de vue de Schrödinger, l’évolution du système est donnée
par l’équation

i}
d

dt
|Ψ(t)〉 = H |Ψ(t)〉 = (Hpart +Hchamp +Hint) |Ψ(t)〉 . (4.114)

En partant des états (4.111), vecteurs propres de Hpart + Hchamp, et en
traitant Hint comme une perturbation on peut en obtenir des solutions ap-
prochées par la méthode des perturbations.

10. T. D. Newton and E. P. Wigner 11, Rev. Mod. Phys. 21, 400 (1949)
11. Eugene Paul Wigner (1902-1995)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Wigner.html
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4.13 Quantité de mouvement du champ

La quantité de mouvement classique du champ est

~P =
1

µ0c2

∫
d3x ~E ∧ ~B. (4.115)

La transformation d’un produit ψ1ψ2 de deux grandeurs classiques en opé-
rateur pose un problème lorsque les opérateurs quantiques correspondants
ψ1 et ψ2 ne commutent pas. Une façon de procéder, pour des champs quan-
tiques donnés en fonctions d’opérateurs création-destruction, est de former
le produit normal :ψ1ψ2 : qui consiste à récrire chaque produit d’opérateurs
création-destruction en déplaçant les opérateurs destruction à droite des
opérateurs création (sans tenir compte des commutateurs non nuls). Ainsi

: aa† : = a†a, : a†1a
†
2 : = a†1a

†
2. L’opérateur ainsi obtenu a une valeur moyenne

nulle pour l’état du vide. Avant d’appliquer cette méthode à ~P , écrivons
d’abord sa composante P i en fonction de ~E et ~A.

P i =
1

µ0c2
eijkeklm
︸ ︷︷ ︸

δilδjm−δimδjl

∫
d3xEj∂lAm =

1

µ0c2

∫
d3x

(
Ej∂iAj −Ej∂jAi

)
.

(4.116)
Pour φ = 0 (champ libre) ∂jEj = 0 et le deuxième terme est nul :

− 1

µ0c2

∫
d3xEj∂jAi =

1

µ0c2

∫
d3x

(
∂jEj

)
Ai = 0. (4.117)

Nous définissons l’opérateur P i par

P i =
1

µ0c2

∫
d3x :Ej∂iAj : (4.118)

où nous substituons les opérateurs

~E =
∑

n

~Ene
i~kn·~r, avec ~En = i

√
µ0c2}ωn

2`3
(~an − ~a†−n) (4.119)

et

~A =
∑

m

~A−me
−i~km·~r, avec ~A−m =

√
µ0c2}

2`3ωm
(~a−m + ~a†m). (4.120)

Il vient

P i =
1

µ0c2

∑

mn

∫
d3x ei(

~kn−~km)·~r :Ej
n(−iki

m)Aj
−m :

=
`3

µ0c2

∑

n

:Ej
n(−iki

n)Aj
−n : (4.121)
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~P = − i`3

µ0c2

∑

n

~kn : ~En · ~A−n : =
∑

n

}~kn

2
: (~an − ~a†−n) · (~a−n + ~a†n) :

=
∑

n

}~kn

2
×
(
~an · ~a−n + ~a†n · ~an︸ ︷︷ ︸

forme
normale

−~a†−n · ~a−n − ~a†−n · ~a†n
)

=
∑

n

}~kn

(
~a†n · ~an

)

=
∑

nα

}~kna
†
nαanα (4.122)

(on utilise ~k−n = −~kn dans l’avant dernière égalité).
L’état (4.110) est vecteur propre de la quantité de mouvement ~P avec la

valeur propre
∑

nα }~knmnα, ce qui s’interprète simplement en attribuant à

chaque photon du mode nα la quantité de mouvement }~kn.
Remarque : Pour φ 6= 0 la contribution de E‖ = −~∇φ à (4.118) est nulle :

∫
d3x

(
∂jφ
) (
∂iAj

)
= −

∫
d3xφ

(
∂j∂iAj

)
= 0 (4.123)

en vertu de ∂jAj = ~∇ · ~A = 0. L’expression (4.117) n’est plus nulle et vaut

1

µ0c2

∫
d3x

(
∂jEj

)
Ai =

∫
d3x ρAi =

N∑

a=1

qaA
i(~xa, t). (4.124)

Rajoutant la quantité de mouvement maẋ
i
a des particules, on obtient (cf.

équation (4.73)) que l’opérateur quantité de mouvement du système champ
+ particules est

~Psyst =
N∑

a=1

~pa +
∑

n

}~kn

(
~a†n · ~an

)
. (4.125)

4.14 Spin

Particule de spin 1

On explique d’abord pourquoi une fonction d’onde vectorielle décrit une
particule de spin 1. Examinons l’action d’une rotation d’angle θ autour de
Oz d’une fonction d’onde vectorielle localisée à l’origine ~φ(~r) = ~Aδ(3)(~r) où
le vecteur constant ~A = Ai~ei a les composantes Ai sur la base cartésienne 12

~ei. Dans la rotation de matrice R = (Rij), la fonction d’onde devient ~φ′(~r) =
~A ′δ(3)(~r) avec A ′

i = RijAj,

R =




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1


 = e−iSzθ où Sz =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 . (4.126)

12. René du Perron Descartes (1596-1650)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Descartes.html
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Les rotations autour des autres axes de coordonnée permettent de définir
de même l’opérateur Si de matrice (Si)jk = −ieijk. Les opérateurs ~S =
(Sx, Sy, Sz) vérifient les relations de commutation des composantes d’un

moment cinétique }~S (
[
Si, Sj

]
= ieijkSk) et le calcul du carré donne

~S 2 =




2 0 0
0 2 0
0 0 2


 = s(s+ 1), avec s = 1. (4.127)

La fonction d’onde correspond bien à une particule de spin s = 1. La base
standard |m〉, m = −1, 0, 1 des vecteurs propres de Sz (Sz |m〉 = m |m〉) est

|±1〉 = ∓ 1√
2
(~ex ± i~ey), |0〉 = ~ez. (4.128)

La particule envisagée était localisée à l’origine (elle est massive). Pour une
particule non localisée, l’action de la rotation d’angle θ autour de l’axe i
est donnée par l’opérateur e−iJiθ où } ~J = }~L+ }~S est le moment cinétique
total, somme du moment cinétique orbital }~L et du spin.

Cas du photon

Examinons un photon de quantité de mouvement }~kn, parallèle à Oz,
décrit par la fonction d’onde vectorielle ~ψ(~p, t) = ~Aδ(~p − }~kn). Une rota-
tion d’angle θ autour de Oz laisse δ(~p − }~kn) inchangé et transforme ~A se-
lon (4.126). On attribue ainsi un spin 1 au photon, comme pour la particule
massive. Toutefois, ~A doit être perpendiculaire à Oz pour le photon envisagé
et se développe seulement sur les états m = ±1 de la base standard (4.128).
Ces états correspondent à la base d’états de polarisation circulaire

~εn± = ∓ 1√
2
(~ex ± i~ey) (4.129)

qui est une transformation unitaire du type (4.96) de la base transverse (~ex,
~ey).

Les états de spin d’un photon (autrement dit de polarisation), pour }~kn

donné, forment un espace de dimension 2 au lieu de 3 pour une particule de
spin 1 et de masse non nulle. Une autre différence avec les particules massives
consiste en ce que ~S et ~L ne sont pas séparément des observables physiques,
seule leur somme (le moment cinétique total) est une observable. En effet,
il n’est pas possible de définir les trois composantes Si comme observables
physiques par suite de la non existence de photons au repos. Nous avons pu
toutefois définir la composante du spin le long de l’impulsion du photon (Sz

ci-dessus) qui est une observable physique appelée hélicité.
Ces particularités se retrouvent pour une particule de masse nulle et de

spin s : l’hélicité prend seulement les valeurs propres ±s (pour une particule
massive, les valeurs propres de l’hélicité sont les 2s+ 1 valeurs −s, −s+ 1,
. . . , s− 1, s).
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4.15 Émission spontanée

On applique la théorie quantique du rayonnement pour expliquer l’é-
mission spontanée d’un atome. Prenons un atome hydrogénöıde formé d’un
noyau ponctuel de charge Ze, supposé au repos à l’origine, et d’un électron
de masse m en ~re et négligeons les spins de ces particules. L’hamiltonien du
système champ + particules est

H = H0 +Hint

H0 = Hpart +Hchamp

Hpart =
~p 2

e

2m
− Ze2

4πε0re

Hchamp =
∑

nα

}ωna
†
nαanα (énergies par rapport au vide)

Hint =
e

m
~A(~re) · ~pe +

e2

2m
~A 2(~re). (4.130)

Nous voulons calculer le taux de transition (probabilité de transition par
unité de temps) pour que l’atome dans un état initial excité a passe dans
l’état b en émettant un photon.

4.15.1 Représentation d’interaction

On veut calculer le taux de transition entre deux états propres deH0 sous
l’effet de la perturbation Hint. On démontre dans cette section l’expression
de ce taux au premier ordre des perturbations (règle d’or de Fermi). Il est
commode d’utiliser la représentation d’interaction. Dans la représentation
de Heisenberg (cf. section 4.1.1), les vecteurs d’état |ψH〉 sont fixes et les
observables AH(t) évoluent au cours du temps. On a

|ψH〉 = U−1(t, t0) |ψS(t)〉 (4.131)

AH(t) = U−1(t, t0)ASU(t, t0) (4.132)

en fonction des vecteurs d’état |ψS(t)〉 et observables AS en représentation
de Schrödinger. L’opérateur d’évolution U(t, t0) vérifie

i}
d

dt
U(t, t0) = (H0 +Hint)U(t, t0) et U(t0, t0) = 1. (4.133)

Dans la représentation d’interaction, les vecteurs d’état |ψI(t)〉 et les
observables AI(t) sont

|ψI(t)〉 = U−1
0 (t, t0) |ψS(t)〉 (4.134)

AI(t) = U−1
0 (t, t0)ASU0(t, t0) (4.135)
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où l’opérateur d’évolution U0(t, t0) correspond à l’hamiltonien H0 :

i}
d

dt
U0(t, t0) = H0U0(t, t0) et U0(t0, t0) = 1. (4.136)

L’observable physique associée à l’opérateur A s’obtient par

〈ψS(t)|AS |ψS(t)〉︸ ︷︷ ︸
représ. Schrödinger

= 〈ψI(t)|AI(t) |ψI(t)〉︸ ︷︷ ︸
représ. interaction

. (4.137)

Si l’interaction Hint est négligeable, la représentation d’interaction cöıncide
avec le point de vue de Heisenberg et |ψI(t)〉 est indépendant du temps. Soit
l’opérateur unitaire UI(t, t0) défini par

|ψI(t)〉 = UI(t, t0) |ψH〉 . (4.138)

D’après les équations (4.131) (4.134) et (4.138)

|ψS(t)〉 = U(t, t0) |ψH〉 = U0(t, t0)UI(t, t0) |ψH〉 . (4.139)

D’où
U(t, t0) = U0(t, t0)UI(t, t0). (4.140)

L’opérateur UI(t, t0) ne vérifie pas une loi de composition multiplicative
comme U0 ou U :

U(t, t0) = U(t, t1)U(t1, t0),
U0(t, t0) = U0(t, t1)U0(t1, t0),

mais UI(t, t0) 6= UI(t, t1)UI(t1, t0).

(4.141)
En dérivant l’équation (4.140) et d’après les équations (4.133) et (4.136)

i}
dU

dt
= (H0 +Hint)U0UI = i}

dU0

dt
UI + U0i}

dUI

dt
= H0U0UI + U0i}

dUI

dt
.

(4.142)
Posons

HI, int(t) = U−1
0 (t, t0)HintU0(t, t0). (4.143)

L’opérateur UI(t, t0) vérifie

i}
d

dt
UI(t, t0) = HI, int(t)UI(t, t0) et UI(t0, t0) = 1. (4.144)

Cela équivaut à l’équation intégrale

UI(t, t0) = 1− i

}

∫ t

t0

HI, int(t
′)UI(t

′, t0)dt
′. (4.145)

Si l’interaction HI, int(t) est suffisamment petite, on peut résoudre cette

équation par itération : U
(0)
I (t, t0) = 1 à l’ordre 0 ;

U
(1)
I (t, t0) = 1− i

}

∫ t

t0

HI, int(t
′)dt′ (4.146)
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jusqu’à l’ordre 1. En poursuivant les itérations on obtient la solution sous
forme de série perturbative :

UI(t, t0) = 1− i

}

∫ t

t0

dt1HI, int(t1)

+

(
− i

}

)2 ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2HI, int(t1)HI, int(t2) + · · · . (4.147)

Considérons des états propres |i〉 et |f〉 de H0 indépendants du temps

H0 |i〉 = Ei |i〉 et H0 |f〉 = Ef |f〉 . (4.148)

Déterminons l’amplitude de transition i→ f de l’état i à l’instant t0 = −T/2
vers l’état f à l’instant T/2. C’est, en désignant par |ψI(t)〉 l’état à l’instant
t vers lequel évolue |i〉 = |ψI(t0)〉,

Sfi(T ) = 〈f |ψI (T/2)〉 = 〈f |UI (T/2, − T/2)| i〉 . (4.149)

En se limitant au premier ordre des perturbations, l’amplitude de transition
est donnée par

S
(1)
fi (T ) =

〈
f
∣∣∣U (1)

I (T/2, − T/2)
∣∣∣ i
〉

= − i
}

〈
f

∣∣∣∣∣

∫ T/2

−T/2
HI, int(t

′)dt′

∣∣∣∣∣ i
〉

(4.150)
pour des états orthogonaux (〈f | i〉 = 0). Utilisant

U0(t, t0) |i〉 = e−iEi(t−t0)/} |i〉 , 〈f |U−1
0 (t, t0) = 〈f | eiEf (t−t0)/}

(4.151)
et Hint indépendant du temps, on a, posant ∆E = Ef −Ei,

S
(1)
fi (T ) = − i

}
〈f |Hint| i〉

∫ T/2

−T/2
ei

Ef−Ei

}
(t′+T/2) dt′

= −2i 〈f |Hint| i〉 eiT∆E/2}
sin T∆E

2}

∆E
(4.152)

Le probabilité par unité de temps ∆Wi→f(T ) pour observer la transition
i→ f est

∆Wi→f(T ) =

∣∣∣S(1)
fi (T )

∣∣∣
2

T
= |〈f |Hint| i〉|2 fT (Ef −Ei) (4.153)

où

fT (x) =
4

T




sin
Tx

2}

x




2

(4.154)
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On s’intéresse à la limite ∆Wi→f = lim
T→∞

∆Wi→f (T ). Montrons que

lim
T→∞

fT (x) =
2π

}
δ(x). (4.155)

Quand T →∞, fT (x) tend vers 0 sauf si x = 0. Le résultat (4.155) découle
alors de

∫ ∞

−∞
dxfT (x) =

∫ ∞

−∞
dx

1

}2T

∫ T/2

−T/2
dt

∫ T/2

−T/2
dt′ei

x
}
(t−t′)

=
1

}2T

∫ T/2

−T/2
dt

∫ T/2

−T/2
dt′
∫ ∞

−∞
dxei

x
}
(t−t′)

︸ ︷︷ ︸
2π}δ(t−t′)

=
2π

}
. (4.156)

Le taux de transition ∆Wi→f est donc (c’est la règle d’or de Fermi)

∆Wi→f =
2π

}
δ(Ef −Ei) |〈f |Hint| i〉|2 . (4.157)

4.15.2 Calcul du taux de transition

Le taux de transition de l’état |i〉 = |a, 0〉 (atome dans l’état ψa(~re), pas
de photons) vers l’état |f〉 = |b, 1nα〉 (atome dans l’état ψb(~re), un photon
dans le mode nα de fréquence ωn, vecteur d’onde ~kn et polarisation ~εnα) est
donné par l’équation (4.157) avec Ei = Ea, Ef = Eb + }ωn et

〈f |Hint| i〉 =
e

m

〈
b,1nα

∣∣∣ ~A(~re) · ~pe

∣∣∣ a, 0
〉

= − ie}
m

∫
d3re

〈
1nα

∣∣∣ ~A(~re)
∣∣∣ 0
〉
· ψ∗

b (~re)
~∇eψa(~re), (4.158)

puisque
〈
1nα

∣∣∣ ~A2(~re)
∣∣∣ 0
〉

= 0 ( ~A2(~re) s’écrit en fonction de produits de deux

opérateurs création-destruction qui ne changent pas la parité du nombre de
photons).

〈
1nα

∣∣∣ ~A(~re)
∣∣∣ 0
〉

=
〈
0
∣∣∣anα

~A(~re)
∣∣∣ 0
〉

=

√
µ0c2}

2`3ωn

〈
0
∣∣∣anαa

†
nα

∣∣∣ 0
〉
~ε ∗nαe

−i~kn·~re =

√
µ0c2}

2`3ωn
~ε ∗nαe

−i~kn·~re (4.159)

Le calcul de la série perturbative (4.147) se prête à une représentation gra-

b ~kn~εnα

a

Fig. 4.2 – Diagramme de

Feynman.

phique. L’amplitude de transition calculée ici est représentée par le dia-
gramme de Feynman 13 ci-contre. On lit le diagramme de bas en haut (axe
du temps).

13. Richard Phillips Feynman (1918-1988)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Feynman.html
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Pour un atome hydrogénöıde ψa(~re) est localisée :

re .
a0

Z
, où a0 =

4πε0}
2

me2
= 0,529 177 249 10−10 m (4.160)

est le rayon de Bohr 14. Pour l’énergie de transition on a l’estimation

}ωn .
Z2e2

4πε0a0
= 27,211 396Z2 eV (4.161)

de sorte que |~kn·~re| .
Ze2

4πε0}c
=

Z

137,035 989
(Z fois la constante de structure

fine) dans l’intégrale (4.158). Pour Z pas trop grand, on peut faire

e−i~kn·~re ≈ 1 (4.162)

qui est l’approximation dipolaire électrique (cf. section 5.4.7). Cela donne

〈f |Hint| i〉 =
e

m

√
µ0c2}

2`3ωn
~ε ∗nα · ~pba où ~pba = −i}

∫
d3reψ

∗
b (~re)

~∇eψa(~re).

(4.163)
Le taux différentiel de transition ∆Wi→f est donc

∆Wi→f = 2πδ(Eb + }ωn −Ea)
e2µ0c

2

m22`3ωn
|~ε ∗nα · ~pba|2 (4.164)

et le taux de transition total a → b s’obtient en sommant sur les états de
photons

Wa→b =
∑

nα

πe2µ0c

m2`3kn
δ(Eb + }ckn −Ea) |~ε ∗nα · ~pba|2 . (4.165)

On transforme la somme sur n en intégrale

(cf. équation (4.54)
∑

n

(
2π

`

)3

−→
∫
d3k =

∫
k2dkdΩk)

Wa→b =
e2µ0c

8π2m2

∫
kdkdΩk

∑

α

δ(Eb + }ck −Ea) |~ε ∗kα · ~pba|2

=
e2µ0ω

8π2}cm2

∫
dΩk

∑

α

|~ε ∗kα · ~pba|2 (4.166)

où ω = (Ea − Eb)/}. Écrivons Wa→b =
e2

4πε0}c

ω

2πm2c2
pi

bad
ijpj∗

ba, avec som-

mation sur les indices répétés i, j, où on a posé

dij =

∫
dΩk

∑

α

εi∗kαε
j
kα =

∫
dΩk

(
δij − kikj

k2

)
(4.167)

14. Niels Henrik David Bohr (1885-1962)

http://www.nobel.se/physics/laureates/1922/bohr-bio.html
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d’après l’équation (4.58). Le tenseur dij est invariant dans les rotations Ri
j

(on pose k′i = Ri
lk

l) :

Ri
lR

j
md

lm =

∫
dΩk

(
Ri

lR
j
mδ

lm − Ri
lk

lRj
mk

m

k2

)

=

∫
dΩk

(
δij − k′ik′j

k2

)
=

∫
dΩk′

(
δij − k′ik′j

k′2

)
= dij . (4.168)

En matrice RdR̃ = d ou Rd = dR pour toute rotation R ce qui implique
que d est un multiple de la matrice unité dij = Kδij . On obtient K en faisant

i = j dans (4.167) : dii = 3K =

∫
dΩk

(
δii − kiki

k2

)
=

∫
dΩk (3− 1) = 8π.

On a donc dij =
8π

3
δij et le taux de transition total a → b par émission

spontanée est

Wa→b =
e2

4πε0}c

4ω

3m2c2
|~pba|2 . (4.169)

On peut donner une autre expression de ce taux en fonction de

~rba =

∫
d3reψ

∗
b (~re)~reψa(~re). (4.170)

De la relation [Hpart, ~re] = − i}~pe

m
on tire

~pba =
im

}
〈b |[Hpart, ~re]| a〉 = − im(Ea −Eb)

}
~rba = −imω~rba. (4.171)

On en déduit une autre forme du taux de transition total a→ b par émission
spontanée

Wa→b =
e2

4πε0}c

4ω3

3c2
|~rba|2 . (4.172)
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5

Théorie classique du
rayonnement

5.1 Fonction de Green

5.1.1 Résolution d’équation

Nous voulons résoudre l’équation d’onde avec second membre

ψ(~x) = ∂µ∂
µψ(~r, t) = Φ(~x) (5.1)

où on pose ~x = (x0, x1, x2, x3) = (ct, ~r). La solution est la somme de la
solution générale de l’équation homogène associée et d’une solution parti-
culière. Nous cherchons ici une solution particulière. Supposons que nous
ayons trouvé une fonction de Green 1, c’est-à-dire une solution G(~x) de
l’équation

G(~x) = δ(4)(~x). (5.2)

La convolution de G et Φ,

ψ(~x) =

∫
d4x′G(~x− ~x ′)Φ(~x ′), (5.3)

est une solution de l’équation (5.1) :

~x ψ(~x) = ~x

∫
d4x′G(~x− ~x ′)Φ(~x ′) =

∫
d4x′ ~xG(~x− ~x ′)Φ(~x ′)

=

∫
d4x′ δ(4)(~x− ~x ′)Φ(~x ′) = Φ(~x). (5.4)

La notation ~x a été utilisée pour souligner que l’opérateur agit sur ~x.

1. George Green (1793-1841)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Green.html
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5.1.2 Fonction de Green

Nous cherchons une solution de

G(~x) = δ(4)(~x) =
1

(2π)4

∫
d4k e−i~κ·~x (5.5)

avec les notations : ~κ = (kµ) = (k0, ~k), ~κ · ~x = kµx
µ. Posons

G(~x) =
1

(2π)4

∫
d4k e−i~κ·~xĜ(~κ). (5.6)

On a

G(~x) =
1

(2π)4

∫
d4k

(
∂ν∂

νe−ikµxµ
)
Ĝ(~κ)

=
1

(2π)4

∫
d4k

(
(−ikν)(−ikν)e−ikµxµ

)
Ĝ(~κ)

=
1

(2π)4

∫
d4k e−ikµxµ

(−kνk
ν)Ĝ(~κ). (5.7)

D’où

Ĝ(~κ) = − 1

~κ · ~κ =
1

~k 2 − k2
0

(5.8)

et

G(~x) = − 1

(2π)4

∫
d4k

e−ikµxµ

kµkµ
=

1

(2π)4

∫
d4k

ei
~k·~r−ik0x0

~k 2 − k2
0

. (5.9)

L’expression est ambiguë car le dénominateur s’annule. Posons

G(~x) =
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
dk0 e

−ik0x0

f(~r, k0) où f(~r, k0) =

∫
d3k

ei
~k·~r

~k 2 − k2
0

.

(5.10)
Calculons d’abord f(~r, k0) pour k0 complexe avec Im k0 6= 0.

f(~r, k0) = 2π

∫ ∞

0
k2 dk

∫ π

0
sin θ dθ

eikr cos θ

k2 − k2
0

=
2π

ir

∫ ∞

0
k dk

1

k2 − k2
0

(
eikr − e−ikr

)

=
2π

ir

(∫ ∞

0

k dk

k2 − k2
0

eikr −
∫ ∞

0

k dk

k2 − k2
0

e−ikr

)
=

2π

ir

∫ ∞

−∞

k dk

k2 − k2
0

eikr.

(5.11)

Le contour Γ(R) est formé de l’intervalle [−R,R] fermé par un demi-cercle

plan complexe k

Re k

Im k

O−k0

k0

R−R

Fig. 5.1 – Contour Γ(R).
dans le demi-plan Im k ≥ 0 (cf. figure 5.1). Comme r > 0,

∫ ∞

−∞

keikr dk

k2 − k2
0

= lim
R→∞

∫

Γ(R)

keikr dk

k2 − k2
0

(5.12)
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vaut 2πi fois le résidu de
keikr

k2 − k2
0

=
keikr

(k − k0)(k + k0)
au pôle situé dans le

demi-plan Imk > 0. Si Im k0 > 0, le pôle dans le demi-plan supérieur est
en k = k0 et le résidu vaut eik0r/2. Si Im k0 < 0, le pôle dans le demi-plan
supérieur est en k = −k0 et le résidu vaut e−ik0r/2. On a donc

f(~r, k0) =





2π2

r
eik0r si Imk0 > 0

2π2

r
e−ik0r si Imk0 < 0.

(5.13)

Posons, pour k0 réel,

f±(~r, k0) = lim
ε→0+

f(~r, k0 ± iε) =
2π2

r
e±ik0r. (5.14)

On en déduit deux fonctions de Green

G±(~x) =
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
dk0 e

−ik0x0

f±(~r, k0) =
2π2

(2π)4r

∫ ∞

−∞
dk0 e

ik0(−x0±r)

=
2π2

(2π)4r
2πδ(−x0 ± r), (5.15)

soit

G±(~x) =
1

4πr
δ(r ∓ ct). (5.16)

G+(~x) est la fonction de Green retardée : la source est en ~x = 0 et
G+(~x) est localisée sur le cône de lumière futur de la source (r = ct).
G−(~x) est la fonction de Green avancée : G−(~x) est localisée sur le cône
de lumière passé de la source (r = −ct).

D’après l’équation (5.2), qui a la même forme dans tous les référentiels,
on s’attend à ce que les fonctions de Green soient des invariants scalaires
dans les transformations de Lorentz orthochrones :

G±(~x) = G±(~x ′). (5.17)

On peut en effet écrire l’expression presque explicitement covariante

G±(~x) =
1

2π
θ(±x0)δ(~x · ~x) (5.18)

où la fonction de Heaviside 2

θ(u) =





1 si u > 0
0 si u < 0
arbitraire si u = 0

(5.19)

2. Oliver Heaviside (1850-1925)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Heaviside.html
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ne sert qu’à sélectionner le cône de lumière futur ou passé de l’origine. On
montre l’équivalence des formes (5.18) et (5.16) en utilisant la relation

δ(f(r)) =
∑

i

δ(r − ri)
|f ′(ri)|

(5.20)

où la somme porte sur les racines ri de l’équation f(r) = 0.

1

2π
θ(±x0)δ(r2 − c2t2) =

1

2π
θ(±x0)

[
δ(r − ct)
|2ct| +

δ(r + ct)

|2ct|

]
=

1

4πr
δ(r ∓ ct).

(5.21)
Remarquer que, comme pour la fonction δ(4)(~x) (cf. équation (1.103)) ou
encore comme pour une fonction f(~x · ~x), les fonctions de Green (5.16))
gardent la même expression dans tous les référentiels (en général, la forme
d’une fonction scalaire change avec le référentiel comme dans l’exemple après
l’équation (1.98)).

5.2 Potentiels retardés

Nous voulons déterminer le quadripotentiel Aα en jauge de Lorenz cor-
respondant au quadricourant jα. On cherche une solution de

Aα = µ0 j
α (5.22)

vérifiant la condition de Lorenz

∂αA
α = 0. (5.23)

Portons la fonction de Green retardée (5.16) dans (5.3) :

Aα
ret(~x) = µ0

∫
d4x′G+(~x− ~x ′)jα(~x ′) = µ0

∫
d4x′G+(~x ′)jα(~x− ~x ′).

(5.24)
Cette solution vérifie automatiquement la condition de Lorenz :

∂αA
α
ret(~x) = µ0

∫
d4x′G+(~x ′) ∂αj

α(~x− ~x ′) = 0 (5.25)

en vertu de la conservation du courant. On a

Aα
ret(~x) = µ0

∫
d4x′

1

4π |~r − ~r ′|δ(
∣∣~r − ~r ′

∣∣− c(t− t′)) jα(~r ′, t′)

=
µ0

4π

∫
d3x′

1

|~r − ~r ′|

∫
d(ct′)δ(ct′ − ct+

∣∣~r − ~r ′
∣∣) jα(~r ′, t′) (5.26)

soit

Aα
ret(~r, t) =

µ0

4π

∫
d3x′

1

|~r − ~r ′| j
α

(
~r ′, t− |~r − ~r

′|
c

)
. (5.27)
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C’est le quadripotentiel retardé : le quadripotentiel au point ~r et à l’instant
t s’écrit en fonction du quadricourant au point ~r ′ à l’instant retardé t−R/c
(R = |~r − ~r ′|), le retard étant le temps que met la lumière pour aller de ~r ′

à ~r. La solution générale de (5.22) est

Aα(~x) = Aα
in(~x) +Aα

ret(~x) (5.28)

où Aα
in(~x) est une solution de l’équation d’onde homogène et Aα

ret(~x) est
donné par l’équation (5.27). Si les sources sont localisées dans l’espace-temps
(jα(~r, t) = 0 pour t < t0), le quadripotentiel retardé s’annule pour t < t0 et

Aα(~r, t) = Aα
in(~r, t) pour t < t0. (5.29)

Dans une expérience on soumet un système (une antenne) initialement au
repos à un champ électromagnétique excitateur. Le quadripotentiel est alors
donné par (5.28). La partie Aα

in décrit le champ électromagnétique excita-
teur d’après (5.29) et le quadripotentiel retardé décrit le rayonnement émis
par l’antenne. Dans la suite, nous utiliserons uniquement le quadripotentiel
retardé.

5.2.1 Courant stationnaire

Pour un quadricourant indépendant du temps, l’équation (5.27) donne

φ(~r) =
1

4πε0

∫
d3x′

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| (solution de l’équation de Poisson), (5.30)

~A(~r) =
µ0

4π

∫
d3x′

~J(~r ′)

|~r − ~r ′| qui vérifie ~∇ · ~A = 0. (5.31)

5.3 Charge ponctuelle en mouvement

5.3.1 Potentiels de Liénard-Wiechert

Nous voulons déterminer les champs créés par une charge ponctuelle q
en mouvement de coordonnées ξ0 = ct et ~ξ(t).

Le quadricourant est donné par (1.55) et le quadripotentiel par (5.26)

Aµ(~r, t)

= µ0

∫
d4x′′

1

4π |~r − ~r ′′|δ(
∣∣~r − ~r ′′

∣∣− c(t− t′′)) qδ(3)
(
~r ′′ − ~ξ(t′′)

) dξµ(t′′)

dt′′

=
qµ0

4π

∫ ∞

−∞
dt′′

dξµ(t′′)

dt′′
1∣∣∣~r − ~ξ(t′′)

∣∣∣
δ


t′′ − t+

∣∣∣~r − ~ξ(t′′)
∣∣∣

c


 . (5.32)
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La figure 5.2a représente l’espace-temps avec une dimension spatiale sup-
primée. La ligne d’univers de la charge ponctuelle (de masse 6= 0) coupe le
cône de lumière passé de M (point d’observation ~r, t) en exactement un
point, l’événement retardé R, de coordonnées t′, ~ξ(t′). Le temps t′ est ap-
pelé le temps retardé.

La figure 5.2b représente M et R dans l’espace tridimensionnel spatial.

Le temps retardé est déterminé par l’équation

t′ − t+

∣∣∣~r − ~ξ(t′)
∣∣∣

c
= 0. (5.33)

Fig. 5.2 – Temps retardé.

M

R
O

x0

x1

x2

Fig. 5.2a – Dans

l’espace-temps.

R
M
O

x1

x2

x3

~R ′

~v ′

Fig. 5.2b – Dans l’espace

ordinaire.

Revenons à l’équation (5.32). L’argument f(t′′) = t′′− t+ |~r− ~ξ(t′′)|/c de
la fonction delta s’annule seulement pour t′′ égal au temps retardé t′. Pour
effectuer l’intégration sur t′′, on utilise l’équation (5.20)) et on considère ~r
et t fixes :

δ(f(t′′)) =
δ(t′′ − t′)∣∣∣∣
df(t′′)

dt′′
(t′)

∣∣∣∣

df(t′′)

dt′′
= 1− d~ξ(t′′)

cdt′′
· ~r −

~ξ(t′′)∣∣∣~r − ~ξ(t′′)
∣∣∣

df(t′′)

dt′′

∣∣∣∣
t′′=t′

= 1− ~n · ~β ′. (5.34)

On a posé

~n =
~R ′

R′
où ~R ′ = ~r − ~ξ(t′) joint la position retardée R au pointM

~β ′ =
~v ′

c
=
d~ξ(t′)

cdt′
(~v ′ est la vitesse au temps retardé). (5.35)
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On obtient les potentiels de Liénard 3-Wiechert 4 :

Aµ(~r, t) =
µ0

4π

dξµ

dt′
(t′)

q

(1− ~n · ~β ′)R′
, (5.36)

φ(~r, t) =
1

4πε0

q

R′ −
~R ′ · ~v ′

c

, ~A(~r, t) =
µ0

4π

q~v ′

R′ −
~R ′ · ~v ′

c

. (5.37)

On peut écrire une forme explicitement covariante de (5.36) en fonction de
u′µ (quadrivitesse au point retardé R) et de yµ = xµ − x′µ = (c(t − t′), ~R ′)

(quadrivecteur
−−→RM). Dans un référentiel comobile avec la particule au

temps retardé, yµu′µ = c2(t− t′) = cR′ et (5.36) se réduit à A0 = µ0cq/4πR
′,

Ai = 0. On a alors l’écriture

Aα(xµ) =
cµ0q

4π

u′α

yβu′β
, (5.38)

qui est explicitement covariante.

5.3.2 Champs ~E et ~B

Les champs ~E et ~B peuvent s’obtenir par

~B = ~∇∧ ~A, ~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
. (5.39)

Le calcul est assez fastidieux parce que les équations (5.37) font intervenir
le temps retardé qui doit être considéré comme une fonction implicite t ′ =

t′(~r, t) donnée par l’équation (5.33). On a besoin de ∂tt
′ =

∂t′(~r, t)

∂t
et de

∂it
′. Différentiant R′ − ct+ ct′ = 0 on a

~R ′ · d~R ′

R′
− cdt+ cdt′ =

~R ′ · (d~r − ~v ′dt′)

R′
− cdt+ cdt′ = 0,

c

(
1−

~R ′ · ~v ′

R′c

)
dt′ = cdt−

~R ′ · d~r
R′

.

On utilise le calcul tensoriel tri-dimensionnel (métrique δij , R
′
j = R′j =

xj − ξ′j(t′)).

∂tt
′ =

1

1−
~R ′ · ~β ′

R′

, ∂it
′ = − R ′

i

cR′

(
1−

~R ′ · ~β ′

R′

) . (5.40)

3. Alfred-Marie Liénard (1869-1958)
4. Emil Wiechert (1861-1928)

http://www.annales.org/archives/x/lienard.html
http://www.uni-geophys.gwdg.de/~eifel/Seismo_HTML/wiechert.htm


106 5. THÉORIE CLASSIQUE DU RAYONNEMENT

Pour simplifier, nous allons calculer ~E et ~B dans un référentiel comobile avec
la particule au temps retardé. On a ~β ′ = 0 mais en général l’accélération

retardée ~a ′ = c~̇β ′ 6= 0. On a besoin de

∂tt
′ = 1, ∂it

′ = − R′
i

cR′
, ∂tR

′
j = 0, ∂iR

′
j = δij , ∂tβ

′
j = β̇′j ,

∂iβ
′
j = −

β̇′jR
′
i

cR′
, ∂t(β

′
jR

′
j) = β̇′jR

′
j , ∂i(β

′
jR

′
j) = −

β̇′jR
′
jR

′
i

cR′
,

∂tR
′ = 0, ∂iR

′ = −c∂it
′ =

R′
i

R′
, ∂t(R

′ − ~R ′ · ~β ′) = −~̇β ′ · ~R ′,

∂i(R
′ − ~R ′ · ~β ′) =

R′
i

R′

(
1 +

~̇β ′ · ~R ′

c

)
,

−∂iφ =
q

4πε0R′2
∂i(R

′ − ~R ′ · ~β ′) =
qR′

i

4πε0R′3

(
1 +

~̇β ′ · ~R ′

c

)
,

∂tAi =
µ0qc

4πR′
∂tβ

′
i =

qβ̇′i
4πε0cR′

,

Bi = eijk∂jAk = eijk
µ0qc

4πR′
∂jβ

′
k = −eijk

µ0qR
′
jβ̇

′
k

4πR′2
.

D’où les champs ~E et ~B dans un référentiel comobile 5 ( ~β ′ = 0 ) :

~E =
q

4πε0

(
~R ′

R′3
+

1

cR′

[
(~̇β ′ · ~n)~n− ~̇β ′

])

=
q

4πε0

[
~n

R′2
+

1

cR′
~n ∧

(
~n ∧ ~̇β ′

)]
,

(5.41)

~B = − µ0q

4πR′
~n ∧ ~̇β ′ =

1

c
~n ∧ ~E. (5.42)

Le champ est la somme du champ coulombien en R′−2 d’une particule im-
mobile

~E =
q

4πε0

~n

R′2
, ~B = 0 (5.43)

et, si l’accélération retardée ~a ′ n’est pas nulle, du champ de rayonnement en
R′−1

~E =
µ0q

4πR′
~n ∧

(
~n ∧ ~a ′

)
, ~B =

1

c
~n ∧ ~E. (5.44)

5. On a dans un référentiel quelconque, avec γ′−2 = 1 − ~β′2,

~E =
q

4πε0(1 − ~β′ · ~n)3

"

~n − ~β′

γ′2R′2
+

1

cR′
~n ∧

“

[~n − ~β′] ∧ ~̇β ′

”

#

, ~B =
1

c
~n ∧ ~E.
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5.3.3 Formule de Larmor

Fig. 5.3 – Champ de rayon-

nement.

x1

x2

x3
~E

~B

M
~n

R′

dΩR
θ

~a ′

On considère un référentiel d’inertie K = Mx0x1x2x3 (cf. figure 5.3)
défini par : M est le point d’observation ; le référentiel K est comobile avec
la particule à l’instant retardé ; ~n est suivant Mx3 ; l’accélération retardée
~a ′ est dans le plan Mx1x3 et fait l’angle θ avec ~n. Pour les champs de
rayonnement, on a

~E ‖ Mx1, ~B ‖ Mx2 et B =
E

c
. (5.45)

Le tenseur énergie-impulsion du champ T µν
champ (3.63) s’écrit au point M

dans le référentiel comobile K :

T µν
champ =




u 0 0 u
0 0 0 0
0 0 0 0
u 0 0 u


+O

(
1

R′3

)
(5.46)

où

u = ε0E
2 = ε0

( µ0q

4πR′

)2
a′2 sin2 θ. (5.47)

On a utilisé les champs de rayonnement (5.44) en négligeant, dans la limite
R′ →∞, le champ coulombien (5.43) ainsi que les autres champs du système
qui créent le mouvement de la particule. Soit WB l’énergie et ~PB la quantité
de mouvement de la boule de rayon R′ centrée sur la position retardée R de
la particule correspondant à l’événement M. Remarquant que la position
retardée R reste la même pour tous les points, pris au même instant dans
K, de la sphère de rayon R′ centrée en R, on a, d’après (3.74) et (3.75)

dWB

dt
= −

∫
dΩ

(
dP

dΩ

)
(5.48)

d~PB

dt
= −

∫
dΩR′2u~n = −

∫
dΩ

q2a′2 sin2 θ

16π2ε0c4
~n = 0 (5.49)

où
dP

dΩ
= (~S · ~n)R′2 = cuR′2 =

q2a′2

4πε0c3
sin2 θ

4π
. (5.50)
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L’interprétation de (5.48) est que la particule rayonne une puissance par
unité d’angle solide

dP

dΩ
=

q2a′2

4πε0c3
sin2 θ

4π
. (5.51)

Les champs au pointM correspondent localement à une onde se propageant
suivant ~n et polarisée dans le plan contenant M et l’accélération retardée
~a ′. Une particule en mouvement uniforme ne rayonne pas (~a ′ = 0). En
intégrant (5.48) sur les angles solides, on obtient la puissance rayonnée

P =

∫
dΩ

(
dP

dΩ

)
=

2

3

q2a′2

4πε0c3
(formule de Larmor 6). (5.52)

Désignons par m la masse, p′µ la quadriimpulsion et τ ′ le temps propre de la

particule au moment retardé. Dans le référentiel comobile
dp′µ

dτ ′
= (0,m~a ′).

On peut donc écrire la formule de Larmor sous la forme

P = −2

3

q2

4πε0m2c3
dp′µ

dτ ′
dp′µ
dτ ′

(généralisation relativiste). (5.53)

Nous allons étendre la validité de cette formule (qui n’a été démontrée que
dans le référentiel comobile K). Dans un référentiel quelconque K1, nous
définissons la puissance rayonnée par la limite quand R′ →∞

P ′ = lim
R′→∞

−dWB

dt′
(5.54)

où dWB est la variation d’énergie dans K1 de la boule B (la même que plus
haut : B est une boule dans K) pendant l’intervalle de temps retardé dt′

(mesuré dans K1). Avec cette définition, l’énergie rayonnée totale mesurée
dans K1 est donnée par

Wtot =

∫ ∞

−∞
P ′ dt′ (5.55)

qui est commode parce que P ′ s’écrit en fonction du temps retardé t′. Dans
le référentiel comobile K, dt′ = dτ ′ et P = P ′. Toujours dans le référentiel
comobile K, les équations (5.48) et (5.49) montrent que le quadrivecteur

dpµ
B

dτ ′
=

(
dWB

cdτ ′
,
d ~PB

dτ ′

)
s’écrit

(
−P
c
,~0

)
, soit

dpµ
B

dτ ′
= −P

c2
dξ′µ

dτ ′
. (5.56)

L’expression (5.56) doit être covariante : cela implique que P est un scalaire.
Dans le référentiel K1, en utilisant la composante temporelle de (5.56), on a

6. Sir Joseph Larmor (1857-1942)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Larmor.html


5.4. DISTRIBUTION DE CHARGES QUELCONQUE 109

−dWB

dt′
= −cdp

0
B

dτ ′
dτ ′

dt′
= P

dξ′0

dτ ′
dτ ′

cdt′
= P . La définition (5.54) donne P ′ = P et

la formule (5.53) est la puissance rayonnée dans un référentiel quelconque.
Dans un référentiel où la particule est non relativiste on peut utiliser la
formule de Larmor (5.52), l’accélération retardée ~a ′ ayant la même valeur
que dans le référentiel comobile.

5.4 Distribution de charges quelconque

5.4.1 Décomposition spectrale des potentiels

On fait une analyse de Fourier temporelle. On écrit pour le quadricourant
jµ = (ρc, ~J)

jµ(~r, t) =

∫ ∞

−∞
dω jµω(~r)e−iωt (5.57)

et, inversement,

jµω(~r) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt jµ(~r, t)eiωt. (5.58)

Comme jµ(~r,t) est réel, on a jµ∗
ω (~r) = jµ

−ω(~r). Les autres champs sont
décomposés de façon analogue. Portons (5.57) dans le quadripotentiel re-
tardé (5.27)

Aµ(~r, t) =
µ0

4π

∫
d3x′

1

|~r − ~r ′|

∫ ∞

−∞
dω jµω(~r ′)e−iω(t−|~r−~r ′|/c)

=

∫ ∞

−∞
dω Aµ

ω(~r)e−iωt (5.59)

où

Aµ
ω(~r) =

µ0

4π

∫
d3x′

eiω|~r−~r ′|/c

|~r − ~r ′| j
µ
ω(~r ′). (5.60)

En posant ω = ck on a :

φω(~r) =
1

4πε0

∫
d3x′

eik|~r−~r ′|

|~r − ~r ′| ρω(~r ′), (5.61)

~Aω(~r) =
µ0

4π

∫
d3x′

eik|~r−~r ′|

|~r − ~r ′|
~Jω(~r ′). (5.62)

5.4.2 Décomposition spectrale de ~E et ~B

On a

~E(~r, t) = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
=

∫ ∞

−∞
dω ~Eω(~r)e−iωt, (5.63)

~B(~r, t) = ~∇∧ ~A =

∫ ∞

−∞
dω ~Bω(~r)e−iωt, (5.64)
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avec (on utilise ~∇∧ f ~V = (~∇f) ∧ ~V + f(~∇∧ ~V ))

~Eω(~r) = −~∇φω(~r) + iω ~Aω(~r)

= iω ~Aω(~r)− 1

4πε0

∫
d3x′ ρω(~r ′)~∇r

[
eik|~r−~r ′|

|~r − ~r ′|

]
, (5.65)

~Bω(~r) = ~∇∧ ~Aω(~r) =
µ0

4π

∫
d3x′ ~∇r

[
eik|~r−~r ′|

|~r − ~r ′|

]
∧ ~Jω(~r ′). (5.66)

5.4.3 Zone de rayonnement

Fig. 5.4 – Zone de rayonne-

ment (ou zone radiative).

O

M

M ′ ~r

~r ′

~R

~n

~n ′

a

Les sources sont localisées dans une région de dimensions a autour de
O (cf. figure 5.4). On observe les champs au point M à la distance r de

O (~r =
−−→
OM). On s’intéresse au rayonnement de fréquence ν = c/λ. On se

place dans des conditions telles que

R� λ et R� a (zone de rayonnement). (5.67)

Les expressions (5.65) et (5.66) contiennent, avec ~R = ~r−~r ′ (cf. figure 5.4),

~∇r

[
eikR

R

]
=

[
ik
eikR

R︸ ︷︷ ︸
α

− e
ikR

R2︸︷︷︸
β

]
~∇rR (5.68)

On s’intéresse au rayonnement de la source, lorsque le terme β en R−2 est
petit devant le terme α en R−1. On suppose donc que kR� 1 ou, de façon
équivalente, R� λ. On suppose de plus que les dimensions de la source sont
petites devant la distance r, mais on ne fait pas pour le moment d’hypothèse
sur les grandeurs respectives de λ et a. On a alors (on pose ~n ′ = ~R/R et
~n = ~r/r)

~∇r

[
eikR

R

]
≈ ik

eikR

R
∇rR = ik

eikR

R
~n ′ [d’aprés R� λ]

≈ ik~n
eikR

R
= i~k

[
eikR

R

]
[d’aprés R� a]

(5.69)
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en posant ~k = k~n. On peut donc faire l’approximation ~∇r ≈ i~k dans la
zone de rayonnement. En pratique, on transcrit les équations entre champs
spatiaux-temporels ~E(~r, t), etc. en équations entre composantes spectrales
~Eω(~r), etc. par les règles

~∇r −→ i~k et
∂

∂t
−→ −iω. (5.70)

Ainsi, les équations (5.65) et (5.66) dans la zone de rayonnement

~Eω(~r) = −i~kφω(~r) + iω ~Aω(~r) et ~Bω(~r) = i~k ∧ ~Aω(~r) (5.71)

transcrivent les équations (1.10).

La condition de Lorenz (1.12) se transcrit en

i~k · ~Aω(~r)− iω

c2
φω(~r) = 0. (5.72)

Elle permet d’exprimer φω(~r) en fonction de ~Aω(~r) :

φω(~r) = c~n · ~Aω(~r). (5.73)

On en déduit, d’après (5.71), que ~Eω(~r) = iω
[
~Aω(~r)−

(
~n · ~Aω(~r)

)
~n
]

soit

~Bω(~r) = i~k ∧ ~Aω(~r) et ~Eω(~r) = c ~Bω(~r) ∧ ~n. (5.74)

Cette dernière relation transcrit d’ailleurs l’équation de Maxwell (1.2) dans

le vide. Les vecteurs
(
~Eω(~r), ~Bω(~r), ~n

)
forment donc un trièdre direct et

~Eω = c ~Bω comme dans une onde plane. La direction de ~Eω est la direction
orthogonale à ~n dans le plan (~n, ~Aω(~r)).

5.4.4 Composante ~Aω(~r)

On peut encore simplifier l’équation (5.62) en faisant l’approximation
(on utilise R� a)

eik|~r−~r ′|

|~r − ~r ′| ≈
eik(r−~r ′·~n)

r
=
eikr

r
e−i~k·~r ′

. (5.75)

On obtient

~Aω(~r) =
µ0

4π

eikr

r

∫
d3x′ e−i~k·~r ′ ~Jω(~r ′). (5.76)
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Cas a & λ

On peut préciser, lorsque a & λ, la condition R� a de la façon suivante.
Le développement limité

∣∣~r − ~r ′
∣∣ = r − ~r ′ · ~n+

r′2 − (~r ′ · ~n)2

2r
+O

(
r′3

r2

)
(5.77)

montre que l’on a négligé dans (5.75) un terme de phase de l’ordre de

k
r′2 − (~r ′ · ~n)2

2r
∼ ka2

8R
, pour O au centre de la source. On considère gé-

néralement que ce terme est négligeable devant le terme de phase k~r ′ ·~n, qui
varie de l’ordre de ka & 2π, s’il reste inférieur à 2π/16. La condition R� a

est ainsi précisée en
2π

λ

a2

8R
.

2π

16
, soit

R & Rf où Rf =
2a2

λ
(5.78)

est la distance de Fraunhofer 7.

5.4.5 Energie rayonnée

Considérons le cas d’une oscillation limitée dans le temps qui donne lieu
à un spectre continu de fréquences. Le vecteur de Poynting est

~S(~r, t) =
1

µ0

~E ∧ ~B =
c~n

µ0
( ~B · ~B)

=
c~n

µ0

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dω′ ~Bω(~r) · ~Bω′(~r) e−i(ω+ω′)t. (5.79)

L’énergie totale rayonnée dans l’angle solide dΩ est

dW =

∫ ∞

−∞
dt ~S(~r, t) · (~n r2dΩ)

=
cr2dΩ

µ0

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
dω′ ~Bω(~r) · ~Bω′(~r)

∫ ∞

−∞
dt e−i(ω+ω′)t

︸ ︷︷ ︸
2πδ(ω+ω′)

=
2πcr2dΩ

µ0

∫ ∞

−∞
dω ~Bω(~r) · ~B−ω(~r) =

2πcr2dΩ

µ0

∫ ∞

−∞
dω ~Bω(~r) · ~B∗

ω(~r)

en utilisant que ~B(~r, t) est réel (B∗
ω(~r) = B−ω(~r)). Posons

∂2W

∂Ω∂ω
=

4πc

µ0
r2
∣∣∣ ~Bω(~r)

∣∣∣
2

(5.80)

7. Josef von Fraunhofer (1787-1826)

http://www.fraunhofer.de/fhg/EN/company/history/joseph/His_Life.jsp
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(énergie par angle solide et élément spectral ω > 0). On a (noter qu’on
intègre sur les fréquences positives seulement)

dW

dΩ
=

∫ ∞

0
dω

∂2W

∂Ω∂ω
et W =

∫
dΩ

(
dW

dΩ

)
(5.81)

pour l’énergie totale rayonnée.

En résumé, on obtiendra l’énergie totale rayonnée (5.81), sa distribution
angulaire (5.81) et ses éléments spectraux (5.80), qui bien sûr ne dépendent
pas de r, à partir de la densité de courant ~J(~r, t) par les étapes suivantes :
calcul des composantes ~Jω(~r) par (5.58), ~Aω(~r) par (5.76) et de ~Bω(~r)
par (5.74).

5.4.6 Sources périodiques de période T

Pour un système de sources périodiques, les décompositions spectrales
sont des séries de Fourier. On écrit par exemple (ω0T = 2π)

~J(~r, t) =

∞∑

n=−∞

~Jn(~r)e−inω0t, (5.82)

~Jn(~r) =
1

T

∫ T

0
dt ~J(~r, t)einω0t. (5.83)

Les relations linéaires (5.74) et (5.76) établies pour les composantes spec-
trales ω restent valables pour les composantes spectrales n en posant ω =
nω0. Le vecteur de Poynting est

~S(~r, t) =
c~n

µ0
( ~B · ~B) =

c~n

µ0

∞∑

n=−∞

∞∑

m=−∞

~Bn(~r) · ~Bm(~r)e−i(n+m)ω0t. (5.84)

On s’intéresse souvent à des moyennes temporelles. La moyenne temporelle
du vecteur de Poynting est

~Smoy(~r) =
1

T

∫ T

0
dt ~S(~r, t)

=
c~n

µ0

∞∑

n=−∞

∞∑

m=−∞

~Bn(~r) · ~Bm(~r)
1

T

∫ T

0
dt e−i(n+m)ω0t

=
c~n

µ0

∞∑

n=−∞

∞∑

m=−∞

~Bn(~r) · ~Bm(~r)δn,−m

=
c~n

µ0

∞∑

n=−∞

~Bn(~r) · ~B−n(~r) =
2c~n

µ0

∞∑

n=1

∣∣∣ ~Bn(~r)
∣∣∣
2
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car la composante ~Bn(~r) pour n = 0 est nulle d’après (5.74) (~k = 0 pour
n = 0). La puissance moyenne rayonnée par angle solide est

dPmoy

dΩ
= r2~Smoy(~r) · ~n =

2c

µ0

∞∑

n=1

r2
∣∣∣ ~Bn(~r)

∣∣∣
2
. (5.85)

5.4.7 Approximation dipolaire électrique

Nous considérons une distribution de charges qui est de petite dimension
comparée à la longueur d’onde λ (on s’intéresse aux composantes spectrales
des champs pour une pulsation ω donnée). En plus des conditions (5.67)
(zone de rayonnement) nous faisons donc l’hypothèse

a� λ. (5.86)

On peut interpréter cette condition lorsque les charges ont un mouvement
périodique de période T . Leur vitesse est alors de l’ordre de

v ∼ a

T
=
a

λ
c et donc v � c, (5.87)

c’est à dire que le mouvement des charges est non relativiste.

On peut aussi écrire la condition a � λ sous la forme ka� 1 . Dans
l’expression (5.76), on peut donc effectuer un développement en série de
e−ik~n·~r ′

(|k~n · ~r ′| < ka� 1). On obtient

~Aω(~r) =
µ0

4π

eikr

r

∞∑

p=0

(−ik)p

p!

∫
d3x′ (~n · ~r ′)p ~Jω(~r ′). (5.88)

Le p-ième terme est de l’ordre de
µ0

4πr

(ka)p

p!
Ja3 en notant par J l’ordre de

grandeur du courant. Il est clair que pour ka � 1 les termes successifs du
développement (5.88) décroissent rapidement.

L’approximation dipolaire électrique consiste à ne garde que le premier
terme du développement (5.88) :

e−i~k·~r ′ ≈ 1, ~Aω(~r) =
µ0

4π

eikr

r

∫
d3x′ ~Jω(~r ′). (5.89)

Oscillation limitée dans le temps

Pour une oscillation limitée dans le temps portons dans cette expression
le courant ~J d’un système de N particules (la particule a de charge qa est
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située en ~ξa(t) et se déplace à la vitesse ~Va(t) à l’instant t) :

~J(~r, t) =
N∑

a=1

qa~Va(t)δ
(3)
(
~r − ~ξa(t)

)

~Jω(~r) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt ~J(~r, t)eiωt

~Aω(~r) =
µ0

4π

eikr

r

1

2π

∫ ∞

−∞
dt eiωt

∫
d3x′

N∑

a=1

qa~Va(t)δ
(3)
(
~r ′ − ~ξa(t)

)

=
µ0

4π

eikr

r

1

2π

∫ ∞

−∞
dt eiωt

N∑

a=1

qa~Va(t). (5.90)

Il apparâıt la dérivée du moment dipolaire électrique

~d =

N∑

a=1

qa~ξa(t), ~̇d =

N∑

a=1

qa~Va(t). (5.91)

On a

~Aω(~r) =
µ0

4π

eikr

r

1

2π

∫ ∞

−∞
dt eiωt ~̇d (5.92)

soit

~Aω(~r) =
µ0

4π

eikr

r

[
~̇d
]
ω
. (5.93)

Le champ ~Bω s’écrit en fonction de
[
~̈d
]
ω

= −iω
[
~̇d
]
ω

:

~Bω(~r) = ik~n ∧ ~Aω(~r) = − µ0

4πc

eikr

r
~n ∧

[
~̈d
]
ω
. (5.94)

L’énergie par angle solide et élément spectral, équation (5.80), est

∂2W

∂Ω∂ω
=

µ0

4πc

∣∣∣~n ∧
[
~̈d
]
ω

∣∣∣
2

(5.95)

ou, en introduisant l’angle θ entre ~n et
[
~̈d
]
ω
,

∂2W

∂Ω∂ω
=

1

4πε0c3
sin2 θ

∣∣∣
[
~̈d
]
ω

∣∣∣
2

(5.96)

Système oscillant

Pour un système oscillant à la seule pulsation ω0, on pose (en suivant la
notation de (5.82))

~d = ~d1e
−iω0t + ~d∗1e

iω0t = 2Re
[
~d1e

−iω0t
]
. (5.97)
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Un calcul analogue aux équations (5.90) à (5.93) conduit maintenant à

~A1(~r) =
µ0

4π

eikr

r

[
~̇d
]
1
. (5.98)

et la puissance moyenne rayonnée par angle solide est donnée par l’équa-
tion (5.85), la somme se limitant au terme n = 1,

dPmoy

dΩ
=

2c

µ0
r2
∣∣∣ ~B1(~r)

∣∣∣
2

=
µ0

8π2c

∣∣∣~n ∧
[
~̈d
]
1

∣∣∣
2

, (5.99)

soit
dPmoy

dΩ
=

1

8π2ε0c3
sin2 θ

∣∣∣
[
~̈d
]
1

∣∣∣
2

(5.100)

avec
[
~̈d
]
1

= −iω0

[
~̇d
]
1

= −ω2
0
~d1. La distribution du rayonnement en fonc-

tion de la direction est donnée par le facteur sin2 θ .
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6

Intégrales de chemin

6.1 Introduction

Dans les formulations initiales de la Mécanique Quantique, dues à Schrö-
dinger et Heisenberg, la fonction d’onde (notée ψ(~r, t) pour une particule) est
l’objet de base étudié. Au lieu de la fonction d’onde, on peut prendre pour
objet de base le propagateur noté K(a, b) ou K(~ra, ta, ~rb, tb) (a = (~ra, ta),
b = (~rb, tb)). Le propagateur K(a, b) représente l’amplitude de probabilité de
trouver la particule en ~ra à l’instant ta si elle se trouvait localisée en ~rb à
l’instant tb (ta ≥ tb).

Feynman a découvert que le propagateur s’exprime comme une intégrale
sur tous les chemins q(t) allant du point b au point a de l’espace temps :

K(a, b) =

∫ a

b
Dq eiS[q]/} (6.1)

où S[q] est l’action classique de la particule le long du chemin q. La si-
gnification de la notation de l’intégrale de chemin

∫ a
b Dq sera expliquée

plus loin. L’expression (6.1) permet de donner une troisième formulation
de la Mécanique Quantique, équivalente aux formulations de Schrödinger et
Heisenberg. Par suite de ses très nombreux avantages cette formulation en
intégrales de chemin est considérée comme étant l’approche � moderne � de
la Mécanique Quantique. Toutefois l’intégrale (6.1) est très difficile à cal-
culer et l’approche de Schrödinger garde toute sa valeur pour des systèmes
simples (par exemple l’atome d’hydrogène).

Dans ce chapitre, nous allons déduire l’équation (6.1) du formalisme
habituel. Pour simplifier on se limitera à une particule non relativiste et à
une dimension (~r est remplacé par x).
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6.2 Propagateur

6.2.1 Définition

On considère un hamiltonien

H(t) =
p̂2

2m
+ V (x̂, t) (6.2)

décrivant une particule quantique non relativiste de masse m à une dimen-
sion. Le potentiel V (x, t) peut dépendre du temps t. Les notations x̂, p̂
servent à distinguer les opérateurs des simples nombres x, p. L’opérateur
d’évolution U(ta, tb) permet d’obtenir la fonction d’onde dans le point de
vue de Schrödinger ψ(x, ta) à l’instant ta en fonction de la fonction d’onde
ψ(x, tb) à l’instant tb :

ψ(xa, ta) =

∫ +∞

−∞

〈
xa

∣∣U(ta, tb)
∣∣xb

〉
ψ(xb, tb) dxb (6.3)

(cf. équation (4.8)). On définit le propagateur par

K(a, b) = K(xa, ta, xb, tb) =

{〈
xa

∣∣U(ta, tb)
∣∣xb

〉
si ta ≥ tb

0 sinon.
(6.4)

Mathématiquement, le propagateur est un noyau intégral :

ψ(xa, ta) =

∫ +∞

−∞
K(a, b)ψ(xb, tb) dxb (ta ≥ tb). (6.5)

Si la particule est localisée en xb à l’instant tb, sa fonction d’onde est
ψ(x, tb) = δ(x − xb) et l’équation (6.5) donne ψ(xa, ta) = K(xa, ta, xb, tb).
D’après l’interprétation de la fonction d’onde, le propagateur K(a, b) repré-
sente donc l’amplitude de probabilité de trouver la particule en xa à l’instant
ta si elle se trouvait localisée en xb à l’instant tb (ta ≥ tb). Plus brièvement
on dira que K(a, b) est l’amplitude de probabilité de la particule pour aller
de b à a (ta ≥ tb).

L’équation (6.5) s’exprime en termes physiques : l’amplitude de probabi-
lité pour que la particule arrive en a est la somme sur toutes les valeurs de
xb de l’amplitude de probabilité que la particule se trouve en b (ψ(xb, tb))
multipliée par l’amplitude de probabilité qu’elle a d’aller de b à a (K(a, b)).

6.2.2 Équation différentielle

Nous utiliserons les équations (4.9) que nous récrivons

(
i}
∂

∂t
−H

)〈
x
∣∣U(t, t′)

∣∣x′
〉

= 0 (6.6)
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(l’opérateur H agit sur la coordonnée x) et

U(t, t) = 1 soit
〈
x
∣∣U(t, t)

∣∣x′
〉

= δ(x − x′). (6.7)

On en déduit, avec la définition (6.4), que si t tend vers t′ par valeurs
supérieures on a :

lim
t→t′+

K(x, t, x′, t′) = δ(x− x′). (6.8)

Pour obtenir une équation différentielle récrivons (6.4) sous la forme

K(x, t, x′, t′) =
〈
x
∣∣U(t, t′)

∣∣x′
〉
θ(t− t′) (6.9)

où θ(u) est la fonction de Heaviside (5.19). En appliquant (i}∂/∂t−H) à
cette équation il vient :

(
i}
∂

∂t
−H

)
K(x, t, x′, t′) =

〈
x
∣∣U(t, t′)

∣∣x′
〉
i}
∂θ(t− t′)

∂t

= i}
〈
x
∣∣U(t, t)

∣∣x′
〉
δ(t− t′) (6.10)

soit (
i}
∂

∂t
−H

)
K(x, t, x′, t′) = i}δ(x − x′)δ(t − t′). (6.11)

C’est une équation différentielle inhomogène en x et t avec une source loca-
lisée en (x′, t′). Par analogie avec la section 5.1, le propagateur K(x, t, x′, t′)
est aussi appelé fonction de Green (avancée).

6.3 Propagateur libre

6.3.1 Calcul

On considère une particule libre de masse m à une dimension d’hamil-
tonien

H0 =
p̂2

2m
. (6.12)

L’hamiltonien est indépendant du temps. On a (cf. équation (4.11))

U(t, t′) = U(t− t′, 0) = e−ip̂2(t−t′)/2}m. (6.13)

Le système est aussi invariant dans les translations en x. Il en résulte que le
propagateur ne dépend que de x− x′ et t− t′ :

K0(x, t, x
′, t′) = K0(x− x′, t− t′, 0, 0). (6.14)

Introduisons les vecteurs propres
∣∣p
〉

de p̂ :

〈
x
∣∣p
〉

= eipx/}, p̂
∣∣p
〉

= p
∣∣p
〉
. (6.15)
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Leur normalisation est donnée par

〈
p
∣∣p′
〉

=
〈
p
∣∣
(∫ +∞

−∞
dx
∣∣x
〉〈
x
∣∣
)

︸ ︷︷ ︸
1

∣∣p′
〉

=

∫ +∞

−∞
ei(p

′−p)x/} dx = 2π}δ(p − p′)

(6.16)
et la relation de fermeture par

∫ +∞

−∞

dp

2π}

∣∣p
〉〈
p
∣∣ = 1. (6.17)

Calculons

〈
x
∣∣U(t, 0)

∣∣x′ = 0
〉

=
〈
x
∣∣e−ip̂2t/2}m

(∫ +∞

−∞

dp

2π}

∣∣p
〉〈
p
∣∣
) ∣∣x′ = 0

〉

=

∫ +∞

−∞

dp

2π}
eipx/}e−itp2/2}m =

∫ +∞

−∞

dp

2π}
e−

it
2}m

(p2−2p mx
t

)

= exp

(
imx2

2}t

)∫ +∞

−∞

dp

2π}
exp

(
− it

2}m

(
p− mx

t

)2
)

(6.18)

où la dernière expression s’obtient en complétant le carré dans l’exponen-

tielle. Il apparâıt une intégrale gaussienne de la forme

∫ +∞

−∞
du e−au2

qui

vaut
√
π/a pour a > 0. L’intégrale est aussi définie par continuation analy-

tique pour a = ρeiθ avec ρ > 0, |θ| ≤ π/2. Nous écrirons (convention pour√
a) ∫ +∞

−∞
du e−au2

=

√
π

a
=

√
π

ρ
e−iθ/2. (6.19)

On peut terminer le calcul (6.18) :

〈
x
∣∣U(t, 0)

∣∣x′ = 0
〉

=
1

2π}

√
2π}m

it
exp

(
imx2

2}t

)
. (6.20)

D’où l’expression du propagateur libre

K0(x, t, x
′, t′) =

√
m

i2π}(t− t′) exp

(
im(x− x′)2
2}(t− t′)

)
θ(t− t′). (6.21)

6.3.2 Discussion physique

Le propagateur

K0(x, t, 0, 0) =

√
m

i2π}t
exp

(
imx2

2}t

)
θ(t) (6.22)
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représente l’amplitude de probabilité que la particule arrive en a = (x, t) (à
l’instant t ≥ 0) si elle était initialement localisée à l’origine b = (0, 0) (x ′ = 0
à l’instant t′ = 0). La probabilité P (x)dx de trouver la particule entre x et
x+ dx à l’instant t est donnée par :

P (x)dx =
∣∣K0(x, t, 0, 0)

∣∣2dx =
mdx

2π}t
. (6.23)

C’est une probabilité relative puisque
∫ +∞
−∞ P (x)dx diverge. De façon clas-

x x+dx

t
a

b

Fig. 6.1 – Trajectoire clas-

sique d’une particule initiale-

ment en b = (0, 0).

sique (cf. figure 6.1), la particule qui arrive en a = (x, t) a une quantité de
mouvement

p =
mx

t
. (6.24)

La probabilité (6.23) s’écrit

P (x)dx =
dp

2π}
(6.25)

et correspond donc au fait que toutes les quantités de mouvement de la
particule sont équiprobables. C’est en accord avec le principe d’incertitude
pour une particule libre initialement localisée en b = (0, 0).

Fig. 6.2 – Le propagateur

en fonction de x pour t fixé.

On a représenté sa partie réelle

R(x, t) ; sa partie imaginaire

est une courbe analogue telle

que le module du propagateur

est constant.

Fig. 6.3 – La partie réelle

du propagateur en fonction de

t pour x fixé.

R

x

Fig. 6.2.

R

t

Fig. 6.3.

La partie réelle

R(x, t) =

√
m

2π}t
cos

(
mx2

2}t
− π

4

)
θ(t) (6.26)

du propagateur (6.22) est représentée sur la figure 6.2 en fonction de x pour
t > 0 donné et sur la figure 6.3 en fonction de t pour x donné.

Pour t fixé et x variable assez grand, le propagateur correspond à une
onde quasi-sinusöıdale de longueur d’onde λ. On détermine λ (λ � x) en
écrivant

m(x+ λ)2

2}t
− mx2

2}t
= 2π. (6.27)

D’où mxλ/}t ≈ 2π et

λ =
2π}

p
=
h

p
avec p =

mx

t
. (6.28)
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C’est la formule de de Broglie 1 reliant la longueur d’onde et la quantité de
mouvement d’une particule.

Pour x fixé et t variable assez grand, le propagateur correspond à une
vibration quasi-sinusöıdale si on néglige les variations du facteur en 1/

√
t.

On détermine la période T correspondante (T � t) en écrivant

mx2

2}(t− T )
− mx2

2}t
= 2π (6.29)

soit
mx2T

2}t(t− T )
= 2π et T ≈ 4π}t2

mx2
. On a donc, en introduisant l’énergie E

de la particule,

T =
h

E
avec E =

mx2

2t2
=

p2

2m
. (6.30)

On retrouve la relation E = }ω entre l’énergie et la pulsation ω = 2π/T .

6.4 Loi de composition

La loi de composition (4.10) de l’opérateur d’évolution U(t, t′) implique
la loi pour le propagateur

K(a, b) =

∫ +∞

−∞
K(a, c)K(c, b) dxc (ta ≥ tc ≥ tb). (6.31)

Le produit K(a, c)K(c, b) représente l’amplitude de probabilité de la parti-
cule pour aller de b à c = (xc, tc), puis de c à a (règle du produit des ampli-

xbxc xa x

tb

ta

tc

t

b

a

c

Fig. 6.4 – Loi de composi-

tion.

tude de probabilité pour des événements en succession). L’équation (6.31)
s’énonce : l’amplitude de probabilité de la particule pour aller de b à a est
l’intégrale sur toutes les valeurs de xc de l’amplitude de probabilité pour
aller de b à c, puis de c à a.

Il est possible de réitérer la loi de composition (6.31) :

K(a, b) =

∫

x1

∫

x2

K(a, 2)K(2, 1)K(1, b) dx1dx2 (ta ≥ t2 ≥ t1 ≥ tb).

(6.32)
Le terme K(a, 2)K(2, 1)K(1, b) se lit de droite à gauche ; c’est l’amplitude
de probabilité de la particule pour aller de b à 1, puis de 1 à 2, puis de 2 à
a.

On peut poursuivre le processus de sorte que l’intervalle de temps est
divisé en N intervalles infinitésimaux ε (ta− tb = Nε) (cf. figure 6.5). Posons

t0 = tb, t1 = t0 + ε, t2 = t0 + 2ε, . . . ,

tn = t0 + nε, . . . , tN = t0 +Nε = ta. (6.33)

1. Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987)

http://www.nobel.se/physics/laureates/1929/broglie-bio.html
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Le propagateur K(a, b) se décompose en introduisant les N − 1 événements
intermédiaires 1, 2, . . . , N − 1 :

K(a, b) =

∫

x1

∫

x2

· · ·
∫

xn

· · ·
∫

xN−1

K(a,N −1)K(N −1, N−2) · · ·K(n+1, n) · · ·

×K(2, 1)K(1, b) dx1dx2 · · · dxn · · · dxN−1 (6.34)

avec
ta ≥ tN−1 ≥ · · · ≥ tn+1 ≥ tn ≥ · · · ≥ t2 ≥ t1 ≥ tb. (6.35)

Le produit

φN = K(a,N − 1) · · ·K(n+ 1, n) · · ·K(1, b) =

N−1∏

n=0

K(n+ 1, n) (6.36)

Fig. 6.5 – Réitération de la

loi de composition pour des in-

tervalles égaux.

xb xax1 x

tb

ta
t

b

1

2

3

4

5

6

7

a

ε

ε

ε

ε

ε

ε

ε

ε

est l’amplitude de probabilité de la particule pour aller de b à 1, puis de 1 à 2,
. . . puis de n à n+1, . . . puis de N−1 à a. Le propagateur K(a, b) s’obtient en
intégrant φN sur les N − 1 coordonnées intermédiaires. Dans la limite N →
∞, le produit φN devient l’amplitude pour que la particule suive un chemin
donné allant de a à b et les intégrales sur les coordonnées intermédiaires
deviennent l’intégrale de chemin. Nous utiliserons l’équation (6.34) pour
dériver l’expression de Feynman (6.1).

6.5 Intégrale de chemin

Nous considérons l’expression (6.34) de K(a, b). Nous allons d’abord é-
valuer le propagateur pour l’évolution pendant le temps infinitésimal ε entre
les points n et n+ 1 :

K(n+ 1, n) =
〈
xn+1

∣∣U(tn + ε, tn)
∣∣xn

〉
. (6.37)

Pour l’hamiltonien (6.2) dépendant du temps l’équation (4.11) n’est pas

valable. Toutefois en intégrant i}
d

dt
U(t, tn) = H(t)U(t, tn) et U(tn, tn) = 1
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à des termes en ε2 près, on a

U(tn + ε, tn) = 1− iH(tn)ε

}
= e−iH(tn)ε/}. (6.38)

Il sera commode d’écrire, toujours à ε2 près,

U(tn + ε, tn) = 1− ip̂2ε

2m}
− iV (x̂, tn)ε

}
=

(
1− ip̂2ε

2m}

)(
1− iV (x̂, tn)ε

}

)

= e−ip̂2ε/2m} e−iV (x̂, tn)ε/}. (6.39)

Cette dernière forme présente l’avantage de séparer les opérateurs p̂ et
x̂ tout en préservant l’unitarité de l’opérateur d’évolution. En la portant
dans (6.37), on a

K(n+ 1, n) =
〈
xn+1

∣∣e−ip̂2ε/2m}
∣∣xn

〉
︸ ︷︷ ︸

K0(xn+1, tn+1, xn, tn)

e−iV (xn, tn)ε/}. (6.40)

Le premier facteur est le propagateur libre donné par (6.21)

K(n+ 1, n) =

√
m

i2π}ε
exp

(
i

}

[
m(xn+1 − xn)2

2ε
− εV (xn, tn)

])
. (6.41)

L’amplitude de probabilité (6.36) prend la forme

φN =

N−1∏

n=0

K(n+ 1, n)

=
( m

i2π}ε

)N/2
exp

(
iε

}

N−1∑

n=0

[
m(xn+1 − xn)2

2ε2
− V (xn, tn)

])
. (6.42)

Prenons la limite ε → 0, N → ∞, les points a et b étant fixes ; les divers

points xn forment à la limite un chemin xn = q(tn) de b à a ;
xn+1 − xn

ε
→

q̇(tn) est la vitesse de la particule sur ce chemin ; la somme sur n tend vers

une intégrale ε

N−1∑

n=0

→
∫ ta

tb

dt ; l’exposant dans (6.42) tend vers

i

}

∫ ta

tb

dt

[
mq̇2

2
− V (q(t), t)

]
=
iS[q]

}
(6.43)

où S[q] est l’action le long du chemin q(t).
Pour des expressions du type de (6.34), Feynman définit l’intégrale de

chemin d’une fonctionnelle F [q] par la limite
∫ a

b
Dq F [q] = lim

N→∞

∫

x1

∫

x2

· · ·
∫

xN−1

dx1dx2 · · · dxN−1

( m

i2π}ε

)N/2
F [q].

(6.44)
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L’expression (6.34) correspond à la fonctionnelle F [q] = eiS[q]/} et donne
dans la limite ε→ 0

K(a, b) =

∫ a

b
Dq eiS[q]/} (6.45)

qui est l’expression présentée dans l’introduction.

Une particule quantique suit tous les chemins possibles pour aller du
point b au point a de l’espace-temps. À chaque chemin q(t) est associé une
amplitude de probabilité eiS[q]/} où

S[q] =

∫ ta

tb

dt

[
mq̇2

2
− V (q(t), t)

]
=

∫ ta

tb

L(q, q̇, t) dt (6.46)

est l’action classique le long du chemin q.

Examinons le passage à la limite classique (cas d’une particule de masse
macroscopique). Formellement cette limite s’obtient par }→ 0. Sauf pour le
chemin x = q0(t) qui correspond au principe de moindre action, une petite
variation du chemin entrâıne une variation de l’action S[q] très grande par
rapport à } et le nombre complexe eiS[q]/} décrit un très grand nombre de fois
le cercle unité de centre 0. Il s’en suit que l’intégrale sur tous les chemins
se réduit en fait à la contribution de la trajectoire classique x = q0(t).
L’amplitude de probabilité pour que la particule suive un autre chemin x =
q1(t) n’est pas nulle mais est annulée par des interférences avec les chemins
infiniment voisins de x = q1(t).

Feynman a développé une approche de la Mécanique Quantique prenant
l’intégrale de chemin comme postulat de base. L’équation de Schrödinger
en est alors une conséquence. Cette formulation de la Mécanique Quantique
est dans un certain sens plus � simple � que la Mécanique Classique. Dans
la formulation lagrangienne de la Mécanique Classique, on postule que la
trajectoire suivie par la particule vérifie le principe de moindre action. Mais
on ne répond pas à la question de pourquoi elle suit la trajectoire de moindre
action plutôt qu’une autre. Dans la formulation en intégrale de chemin de la
Mécanique Quantique la question ne se pose pas : la particule suit toutes les
trajectoires possibles. La théorie quantique justifie le principe de moindre
action par passage à la limite classique.

6.6 Diagrammes de Feynman

6.6.1 Méthode perturbationnelle

Supposons que le potentiel V (x̂, t) dans l’hamiltonien (6.2) est compa-

rativement faible par rapport à l’énergie cinétique
p̂2

2m
. Comme application

de l’intégrale de chemin, nous nous proposons d’obtenir le développement
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en puissances de V du propagateur

K(a, b) =

∫ a

b
Dx(t) exp

{
i

}

∫ ta

tb

[
mẋ2

2
− V (x(t), t)

]
dt

}
. (6.47)

On développe en puissances de V :

exp

{
− i

}

∫ ta

tb

V (x(t), t) dt

}
= 1− i

}

∫ ta

tb

V (x(t), t) dt

+
1

2

(
i

}

)2 [∫ ta

tb

V (x(t), t) dt

]2

+ · · · (6.48)

et on porte dans (6.47) pour obtenir :

K(a, b) = K(0)(a, b) +K(1)(a, b) +K(2)(a, b) + · · · (6.49)

où

K(0)(a, b) =

∫ a

b
Dx(t) exp

{
i

}

∫ ta

tb

mẋ2

2
dt

}
, (6.50)

K(1)(a, b) = − i
}

∫ a

b
Dx(t) exp

{
i

}

∫ ta

tb

mẋ2

2
dt

} ∫ ta

tb

V (x(s), s) ds, (6.51)

K(2)(a, b) = − 1

2}2

∫ a

b
Dx(t) exp

{
i

}

∫ ta

tb

mẋ2

2
dt

}

×
∫ ta

tb

ds

∫ ta

tb

ds′ V (x(s), s)V (x(s′), s′), (6.52)

. . . (le terme K (n) est d’ordre n en V ). Le terme d’ordre 0 est le propagateur
libre K(0)(a, b) = K0(a, b).

6.6.2 Terme K(1)(a, b)

On échange l’ordre d’intégration sur le temps s et le chemin x(t) :

K(1)(a, b) =

∫ ta

tb

F (s) ds (6.53)

où

F (s) =

∫ a

b
Dx(t) exp

{
i

}

∫ ta

tb

mẋ2

2
dt

} (
− i

}

)
V (x(s), s). (6.54)

L’intégrale de chemin F (s) porte sur l’amplitude de la particule libre le long

du chemin x(t) (le facteur exp

{
i

}

∫ ta

tb

mẋ2

2
dt

}
) multipliée par le facteur
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(
− i

}

)
V (x(s), s) qui ne dépend du chemin x(t) que par la position xc = x(s)

au temps tc = s. Décomposons le chemin x(t) en un chemin y(t) de b à
c = (xc, tc) et un chemin z(t) de c à a (cf. figure 6.6). L’intégrale sur les
chemins x(t) est équivalente à l’intégrale sur les chemins y(t) et z(t) suivie
d’une intégrale sur la position xc :

F (s) =

∫ +∞

−∞
dxc

∫ a

c
Dz(t) exp

{
i

}

∫ ta

tc

mż2

2
dt

}

︸ ︷︷ ︸
K0(a, c)

[
− i

}
V (xc, tc)

]

×
∫ c

b
Dy(t) exp

{
i

}

∫ tc

tb

mẏ2

2
dt

}

︸ ︷︷ ︸
K0(c, b)

. (6.55)

Nous avons donc pour le terme K (1)(a, b) :
xb xc xa x

tb

ta

tc

t

b

a

c
y(t)

z(t)

Fig. 6.6 – Décomposition du

chemin x(t). On obtient tous

les chemins de b à a en com-

posant un chemin y(t) de b à c

et un chemin z(t) de c à a pour

xc arbitraire (tc est fixé).

K(1)(a, b) =

∫ ta

tb

dtc

∫ +∞

−∞
dxcK0(a, c)

[
− i

}
V (xc, tc)

]
K0(c, b). (6.56)

Simplifions l’écriture en désignant par
∫
dτc l’intégrale sur l’espace-temps du

point c = (xc, tc) :

K(1)(a, b) =

∫
dτcK0(a, c)

[
− i

}
V (c)

]
K0(c, b). (6.57)

On peut faire porter l’intégrale sur tous les temps tc, les limites d’intégration
ta ≥ tc ≥ tb étant automatiquement prises en compte par la présence des
propagateurs (ainsi K0(a, c) = 0 si ta < tc).

6.6.3 Interprétation

Pour interpréter le développement obtenu, appelons diffusion par le po-
tentiel l’interaction de la particule avec le potentiel et amplitude de diffusion
par le potentiel par unité de temps et de volume (longueur à 1D) le terme

− i

}
V (c).

Le propagateur K(a, b) est la somme des amplitudes des diverses façons
dont la particule peut aller de b à a. Les diverses façons sont :

– La particule n’est pas diffusée (terme K0(a, b)) (cf. figure 6.7).

– La particule est diffusée une fois (terme K (1)(a, b)). Décrivons un des
chemins possibles. La particule se déplace de b à c comme une particule
libre ; elle est diffusée par le potentiel au point c ; elle se déplace de c à
a comme une particule libre (cf. figure 6.8). L’amplitude de probabilité
par unité de temps et de longueur pour ce chemin est le produit

K0(a, c)

[
− i

}
V (c)

]
K0(c, b) (6.58)
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(règle du produit des amplitudes de probabilité pour des événements
successifs). L’équation (6.57) signifie que K (1)(a, b) s’obtient en som-
mant ces amplitudes pour tous les points c de l’espace-temps.

– La particule est diffusée deux fois (terme K (2)(a, b)).

– . . .

Fig. 6.7 – La particule n’est

pas diffusée.

Fig. 6.8 – La particule est

diffusée une fois.

Fig. 6.9 – La particule est

diffusée deux fois.
b

a

V

Fig. 6.7.

b

a

c
V

Fig. 6.8.

b

a

c
d

V

Fig. 6.9.

L’interprétation donnée ci-dessus pourK (1)(a, b) permet d’écrire le terme
K(2)(a, b) en considérant les chemins où la particule est diffusée deux fois
(cf. figure 6.9). La particule se déplace de b à c comme une particule libre
(amplitude de probabilité :K0(c, b)) ; elle est diffusée par le potentiel au point
c (−iV (c)/}) ; elle se déplace de c à d comme une particule libre (K0(d, c)) ;
elle est diffusée par le potentiel au point d (−iV (d)/}) ; elle se déplace de d
à a comme une particule libre (K0(a, d)). L’expression du terme d’ordre 2
est la somme sur tous les points c et d de l’espace-temps :

K(2)(a, b) =

∫∫
dτc dτdK0(a, d)

[
− i

}
V (d)

]
K0(d, c)

[
− i

}
V (c)

]
K0(c, b).

(6.59)
Vérifions que cette expression est identique à (6.52). Transformons l’intégrale
dans (6.52) :

∫ ta

tb

ds

∫ ta

tb

ds′ V (x(s), s)V (x(s′), s′)

=

∫ ta

tb

ds

∫ ta

s
ds′V (x(s),s)V (x(s′),s′)+

∫ ta

tb

ds′
∫ ta

s′
dsV (x(s),s)V (x(s′),s′).

(6.60)

Cette relation a été obtenue en séparant le domaine d’intégration de la
tb ta s

tb

ta

s′

1

2

Fig. 6.10 – Domaines

d’intégration.

1re intégrale (le carré tb ≤ s ≤ ta, tb ≤ s′ ≤ ta) en deux triangles : le triangle
1 (tb ≤ s ≤ s′ ≤ ta) et le triangle 2 (tb ≤ s′ ≤ s ≤ ta) (cf. figure 6.10). Les
deux intégrales du second membre de (6.60) sont égales ce qui permet de
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récrire (6.52) en faisant disparâıtre le facteur 1
2 :

K(2)(a, b) = − 1

}2

∫ ta

tb

dtc

∫ ta

tc

dtd

∫ a

b
Dx(t)

exp

{
i

}

∫ ta

tb

mẋ2

2
dt

}
V (c)V (d) (6.61)

qui se transforme en (6.59) par la méthode utilisée pour le terme d’ordre 1.

6.6.4 Équation intégrale

Nous avons obtenu le développement

K(a, b) = K0(a, b)−
i

}

∫
dτcK0(a, c)V (c)K0(c, b)

+

(
− i

}

)2 ∫∫
dτc dτdK0(a, c)V (c)K0(c, d)V (d)K0(d, b) + · · · (6.62)

Remarquer que le facteur 1/n! du terme d’ordre n du développement (6.49)
y disparâıt de la même façon que pour le terme d’ordre 2. En regroupant les
termes on a

K(a, b) = K0(a, b)−
i

}

∫
dτcK0(a, c)V (c)

×
[
K0(c, b)−

i

}

∫
dτdK0(c, d)V (d)K0(d, b) + · · ·

]

︸ ︷︷ ︸
K(c, b)

. (6.63)

Le propagateur vérifie donc l’équation intégrale

K(a, b) = K0(a, b)−
i

}

∫
dτcK0(a, c)V (c)K(c, b). (6.64)

Fig. 6.11 – La particule se

propage de b à a comme une

particule libre.

Fig. 6.12 – La particule est

diffusée une ou plusieurs fois, la

dernière diffusion se produisant

au point c.

b

a

V

Fig. 6.11.

b

a

c

V

Fig. 6.12.
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L’équation (6.64) s’interprète en décomposant le propagateur K(a, b)
comme la somme des deux amplitudes de probabilité pour les deux processus
suivants.

1. La particule n’est pas diffusée (terme K0(a, b)) (cf. figure 6.11).

2. La particule est diffusée une ou plusieurs fois (cf. figure 6.12). Ce pro-
cessus est décomposé en trois événements successifs : la particule se
déplace de b à c en subissant un nombre quelconque (pouvant être
nul) de diffusions (amplitude de probabilité K(c, b)) ; la particule est
diffusée par le potentiel au point c (densité d’amplitude de probabi-
lité −iV (c)/}) ; la particule se déplace de c à a comme une particule
libre (amplitude de probabilité K0(a, c)). Le dernier terme de (6.64)
s’interprète comme l’amplitude de probabilité de ce processus pour
l’ensemble des positions de c.

La série (6.62) est à la base de la théorie des perturbations dépendant du
temps en Mécanique Quantique et en Théorie des Champs. Les diagrammes
de Feynman (cf. figures 6.7–6.9) décrivent les termes de la série et permettent
d’écrire directement, par les règles de Feynman, les grandeurs physiques
correspondantes.

Exercice 6.1 (Autre méthode pour obtenir l’équation intégrale).
Obtenir l’équation intégrale (6.64) à partir de l’équation (4.145).
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Annexe A

Corrigé des exercices

1.1 (Le groupe de Lorentz) 1) G = Λ̃GΛ (Λ̃ désigne la matrice transposée
de Λ). En prenant le déterminant de G = Λ̃GΛ on obtient (det Λ)2 = 1 d’où
det Λ = ±1.

2) Soit H l’ensemble des matrices réelles 4×4 vérifiant la relation (1.82).
Comme detΛ 6= 0 pour Λ ∈ H les matrices de H sont inversibles. Pour
montrer que H est un sous-groupe des matrices réelles 4 × 4 inversibles, il
suffit de montrer queH est non vide (il contient l’identité I) et que siM,N ∈
H alors Λ = MN−1 ∈ H (ce qui résulte de G = Λ̃GΛ : Ñ−1(M̃GM)N−1 =

Ñ−1GN−1 = G).

3) L’équation (1.82) exprime que les 4 quadrivecteurs ~Λν forment une
tétrade orthonormée : ~Λµ · ~Λν = gµν .

4) En multipliant (1.82) par
(
Λ−1

)µ
α g

νβ on obtient

(
Λ−1

)µ
α gµν g

νβ

︸ ︷︷ ︸
δµ

β

= Λρ
µ

(
Λ−1

)µ
α︸ ︷︷ ︸

δα
ρ

Λσ
ν gρσ g

νβ

soit (
Λ−1

)β
α = Λσ

ν gσα g
νβ ,

à comparer à
(
R−1

)i
j = Rj

i ou
(
R−1

)i
j = Rl

kδjlδ
ik pour une matrice

orthogonale.

La relation (1.83) s’écrit en matrice Λ−1 = GΛ̃G, ce qui pouvait s’obtenir
directement à partir de G = Λ̃GΛ (question 1).

5) La somme dans le second membre de l’équation (1.83) ne contient
qu’un terme non nul, celui avec σ = α et ν = β. On trouve ainsi (Λ−1)00 =
Λ0

0 = γ, (Λ−1)01 = −Λ1
0 = βγ, . . . .

6) Pour µ = ν = 0, l’équation (1.82) donne 1 = g00 = Λρ
0Λ

σ
0 gρσ =

(Λ0
0)

2 − (Λ1
0)

2 − (Λ2
0)

2 − (Λ3
0)

2. D’où (Λ0
0)

2 ≥ 1.

7) Soit Λ = MN le produit de deux matrices de Lorentz. On a det Λ =
(detM)(detN). L’élément Λ0

0 = M0
µN

µ
0 peut être interprété comme le
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produit scalaire ~a ·~b des deux vecteurs aµ = gµνM0
ν et bµ = Nµ

0 de carrés
aµaµ = bµbµ = 1. En évaluant ce produit scalaire dans un référentiel K ′

où a′µ = (a′0, 0, 0, 0) (ce changement de référentiel conserve le signe de la
composante temporelle : signe a0 = signe a′0) on obtient Λ0

0 = a′0b′0 et
signe Λ0

0 = signe a′0b′0 = signe a0b0 = (signe M 0
0)(signe N 0

0).

On en déduit que
(
L↑

+

)−1
= L↑

+, L↑
+L

↑
+ = L↑

+, L↑
− = PL↑

+, L↓
− = TL↑

+ et

L↓
+ = TPL↑

+. Chacun des sous-ensembles G du groupe de Lorentz envisagés
en a–d vérifient GG−1 ⊆ G : ce sont bien des sous-groupes.

Nota : Dans le changement de référentiel (1.31) nous nous sommes limités
aux transformations telles qu’il existe une suite de référentiels K(s) pour
s ∈ [0, 1] qui permet de passer continûment du référentiel K = K(0) au
référentiel K ′ = K(1). Les matrices Λ correspondantes appartiennent au

groupe de Lorentz restreint L↑
+. On peut montrer (c’est assez compliqué),

inversement, que pour chaque matrice Λ ∈ L↑
+ il existe un tel changement de

référentiel (il y en a une infinité si on tient compte du terme non-homogène
aµ dans (1.31)). Les nappes de la table 1.1 sont les composantes connexes
du groupe de Lorentz.

1.2 gα
β = gβ

α = δα
β et gαβ . On peut ainsi noter le tenseur métrique par le

symbole δ : δαβ = gαβ .

3.1 On retrouve la pression électrostatique
−→
df =

ε0E
2

2

−→
dS.

6.1 (Autre méthode pour obtenir l’équation intégrale)
Multiplier l’équation (4.145) à gauche par U0(t, t0) :

U0(t, t0)UI(t, t0)︸ ︷︷ ︸
U(t, t0)

= U0(t, t0)

− i

}

∫ t

t0

U0(t, t
′)U0(t

′, t0)︸ ︷︷ ︸
U0(t, t0)

U−1
0 (t′, t0)HintU0(t

′, t0)︸ ︷︷ ︸
HI, int(t′)

UI(t
′, t0)dt

′

= U0(t, t0)−
i

}

∫ t

t0

U0(t, t
′)HintU(t′, t0)dt

′. (A.1)

On retrouve (6.64) en changeant t→ ta, t0 → tb, t
′ → tc,

Hint →
∫ +∞

−∞
dxc

∣∣xc

〉
Hint(c)

〈
xc

∣∣

et en prenant l’élément de matrice entre
〈
xa

∣∣ et
∣∣xb

〉
:

〈
xa

∣∣U(ta, tb)
∣∣xb

〉
=
〈
xa

∣∣U0(ta, tb)
∣∣xb

〉

− i

}

∫ ta

tb

dtc

∫ +∞

−∞
dxc

〈
xa

∣∣U0(ta, tc)
∣∣xc

〉
Hint(c)

〈
xc

∣∣U(tc, tb)
∣∣xb

〉
. (A.2)
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Annexe B

Bibliographie

On conseille de compléter ce cours par la lecture des chapitres 11 et 12
du livre de Jackson [1].

Révision des équations de Maxwell : [1, 2] ([2] et les anciennes éditions
de [1] utilisent le système d’unités de Gauss (cgs)).

Révision de la théorie de la relativité restreinte et des transformations
de Lorentz : [1, 3, 2]. Les chapitres 1–4 du livre de Schutz [3] sont parti-
culièrement recommandés. On peut aussi lire l’article d’Einstein [4], qui est
traduit en anglais et accompagné d’explications et de considérations histo-
riques dans [5].

Une référence pour le chapitre 4 est le livre de Cohen-Tannoudji et al [6].
La formulation de la Mécanique Quantique par l’intégrale de chemin est

exposée dans le livre classique de Feynman et Hibbs [7].
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champ Tenseur énergie-impulsion

du champ . . . . . . . . . . . 65
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~S Courant d’énergie . . . . . . 61, 66
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Application linéaire . . . . . . . . . . 25

Approximation dipolaire
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énergie rayonnée . . . . . . . . 112

Delta de Kronecker . . . . . . . . . . 16

Densité
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à 4D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
de chemin . . . . . . . . . . 117–130

gaussienne . . . . . . . . . . . . . . 120
Intégration par parties . . . . . . . 32
Intervalle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

de genre espace . . . . . . . . . . 17
de genre temps . . . . . . . . . . 17

nul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
Invariance

d4x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
de jauge . . . . . . . . . . . . . . 9, 33

des tenseurs . . . . . . . . . . . . . 21
Invariant . . . . . . . . . . . . . 12, 56–58

de Galilée . . . . . . . . . . . . . . . 12

de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . 13
du champ électromagnétique

35

flux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
fonction de Dirac . . . . . . . . 32

quadrivecteur . . . . . . . . . . . . 58
scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

tenseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

J
Jackson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
Jauge

de Coulomb 9–10, 71, 76, 77
de Lorenz . 9–10, 33, 77, 102
invariance de . . . . . . . . . . 9, 33

K
Ket . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Klein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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